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Introducciéon

En [LM] hemos presentado un calculo deductivo K que formaliza el con-
cepto de deduccion logica que usan los matematicos. Esto significa, por una
parte, que

1. Un matemaético considera que una féormula de un lenguaje formal £ es
logicamente deducible a partir de unas premisas —en el sentido vago de
que hay un argumento que garantiza que si las premisas son verdaderas
la conclusion también tiene que serlo— si y s6lo si existe una deducciéon
en K de dicha féormula a partir de las premisas dadas, que es algo definido
con total precision.

Y por otra parte, que

2. El concepto de deducciéon en K es puramente formal, es decir, que no
depende para nada del posible significado de las féormulas consideradas.

. L . . .t

Sin embargo, en la préctica, los razonamientos en K tienen un aspecto
bastante “ca6tico” si se examinan en términos puramente formales, y so6lo se
capta su “logica” cuando uno se para a pensar en ese significado que en teoria
deberia ser irrelevante.

Por ejemplo, aqui tenemos un ejemplo de razonamiento formal presentado
como ejemplo en el capitulo II de [LM]:

(1) Azyz((zy)z = z(yz)) Premisa

(2) z|lyAy]=z Hipotesis

(3) x|y EC 2

4) Vuy=au R3

(5) y=uzu EP 4

6) yl=z EC 2

() Vuz=yu R6

(8) z=yv EP 7

(9) z=(zu)w ETI 5, 8
(10)  (zu)v = z(uv) EG 1
(11) 2z = z(uwv) TI19, 10
(12) Vu z = au IP 11
(13) =z |z R 12
(14) z|lyAylz—z|2
(15) Azyz(z|yAylz—z]2) IG 14

vii



viii

O+z)=0+2",(0+z) =2 =0+2" =2
0+x) =2"=0+2" =1
0+0=0=0+zxz==2

=0+zxz==x

0+
= Nu0+u=u

= (0+=x)

O+z=z=(0+x) =2

=04+0=0

Introducciéon

Si prescindimos completamente de las indicaciones de la de-
recha y tratamos de captar algin patréon formal mediante
una inspeccién superficial de la sucesion de féormulas de la
izquierda, dificilmente encontraremos nada destacable, y
esto pasa con un argumento que no esta completamente de-
tallado, en el sentido de que, si incluyéramos todos los pasos
intermedios omitidos en virtud de las justificaciones de las
reglas de inferencia derivadas, el panorama seria atn maéas
desolador: nos encontrariamos continuamente con férmulas
muy complejas introducidas directamente como axiomas y
con otras introducidas siempre con dos tnicos criterios (mo-
dus ponens y generalizacion), de tal forma que la sucesion
“ahora MP 4, 57, “ahora IG 77, “ahora axioma”, “ahora MP
8, 9”...no arrojaria luz alguna sobre la estructura logica
del argumento subyacente.

Sin embargo, el calculo deductivo K esta concebido para
que —debidamente complementado con suficientes reglas
de inferencia y técnicas de deduccion derivadas— se corres-
ponda exactamente con el modo en que los matemaéticos
conciben una demostraciéon en la préctica, de modo que
podemos considerar que la tnica diferencia entre un argu-
mento formalizado en K (en términos de las suficientes
reglas de inferencia y técnicas de deduccion derivadas) y
un argumento expresado informalmente como es habitual
en los libros de matematicas consiste en el grado de detalle
que se da del argumento, de modo que si un matematico
que no conociera K se esforzara por detallar hasta el méas
minimo detalle un argumento, llegaria sin saberlo a una
demostracion en K.

Aqui vamos a estudiar un céalculo deductivo que, en princi-
pio cumple exactamente la misma funciéon que K, es decir,
la de formalizar el concepto matemaético de deduccion logica
y que, por lo tanto, es equivalente a K, pero que difiere
sustancialmente de la forma en la que los matematicos con-
ciben las demostraciones. Asi, un matematico consideraré
que una formula es deducible de unas premisas si y sélo si
existe una deduccién en el célculo deductivo que vamos a
estudiar, a pesar de que un matematico nunca la formularia
de tal modo.

Por ejemplo, la “estructura” que vemos a la izquierda de esta
pégina es una demostracion de la formula Au0 +u=u a

partir de los axiomas de Peano 0+ 0=0y (0+ z) =0+ 2’ y de dos axiomas
logicos, usando ademas el principio de inducciéon matemaética, que no esté ex-
presado en forma de axioma, sino de regla de inferencia. Este calculo deductivo
alternativo es (una de las muchas variantes de) lo que se conoce como el cdlculo
secuencial de Gentzen.



Introduccion ix

Similarmente, el lector puede comparar la demostracion que hemos mostrado
en la pagina vii con la version secuencial que esté en la pagina 36. Naturalmente,
no esperamos que el lector entienda en este momento las demostraciones en
términos del calculo secuencial, sino que el tnico propédsito de estos ejemplos
es que el lector se forme una primera idea superficial del aspecto que tienen las
demostraciones en el calculo deductivo que vamos a estudiar.

La pregunta obligada en este punto es qué interés tiene formalizar los argu-
mentos matematicos con este calculo deductivo tan “curioso” cuando K cumple
a la perfeccion su mision de formalizar la logica matematica y ademas de una
forma totalmente natural para un matemaético.

La respuesta es que, en cierto sentido, podriamos decir que el célculo de
Gentzen es “la forma correcta” de formalizar la logica para su estudio, la forma
que pone de manifiesto las simetrias entre los distintos signos y reglas de inferen-
cia, el papel exacto que desempena cada signo logico, cada regla de inferencia,
cada axioma, en una deduccién, y como consecuencia, sucede que el hecho de
que toda demostracion matematica pueda formalizarse en términos del calculo
secuencial permite obtener resultados profundos que, con la formalizacion na-
tural desde el punto de vista del matematico, pero artificiosa desde el punto de
vista puramente logico, seria imposible obtener o, cuanto menos, mucho més
complicado.

Por poner un ejemplo del tipo de resultados a los que nos referimos, podemos
citar el teorema 3.22, que afirma que si una féormula de tipo X, es demostrable
en I¥,, es decir, en la aritmética de Peano con el principio de induccién res-
tringido a formulas de tipo X,,, entonces existe una demostracion (secuencial)
de dicha formula en la que todas las formulas que intervienen son de tipo X,,.
Esto no es trivial en absoluto, y tiene muchas consecuencias. Por ejemplo, per-
mite probar (teorema 5.15) que en I¥, ;; es posible demostrar la consistencia
de I¥,,, lo cual, a su vez, implica por ejemplo que la aritmética de Peano no es
finitamente axiomatizable.

En este libro mostraremos diversas aplicaciones del calculo secuencial a la
teoria de la demostracion de la aritmética de Peano y sus fragmentos,! como el
hecho de que I3; es una extension conservativa de la aritmética recursiva primi-
tiva, o la caracterizacion de las funciones demostrablemente recursivas en 1¥; y
en AP, de donde a su vez obtendremos ejemplos de sentencias indecidibles en AP.
Pero el teorema de Gentzen que mas ha dado que hablar —y que también vere-
mos aqui— es su demostracién de que la aritmética de Peano es consistente. En
el punto medio entre quienes consideran que esto es evidente y quienes conside-
ran que es indemostrable, Gentzen publicé una prueba (varias, de hecho) que
reducen —mediante argumentos estrictamente finitistas— la consistencia de la
aritmética de Peano a una afirmacion (la induccion hasta el ordinal €y, expresada
aritméticamente) que puede considerarse finitista si no somos excesivamente es-
trictos a la hora de especificar qué admitimos como argumento finitista o que,

1En el capitulo IX, dedicado a la légica de segundo orden, no sélo estudiaremos la aritmética,
de Peano de segundo orden, sino que también interpretaremos la teoria de conjuntos NBG
como la extension predicativa de segundo orden de ZFC.



< Introduccién
cuanto menos, esté en la frontera misma del finitismo. Discutiremos esto con el
debido detalle en los capitulos VI y VII.

En este libro suponemos que el lector esta familiarizado con algunas partes
de [LM], especialmente con la aritmética de Peano y con la teoria de la recursion.



Capitulo 1

El calculo proposicional

Para familiarizarnos gradualmente con las ideas que subyacen en el calculo
secuencial de Gentzen, vamos a exponerlo en primer lugar en el contexto més
simple del célculo proposicional, y en el capitulo siguiente lo aplicaremos a la
logica de primer orden.

1.1 El lenguaje del calculo proposicional

Definicién 1.1 El lenguaje del cdlculo proposicional £, consta de cinco signos
a los que llamaremos conectores ldgicos, y los representaremos por — (negador),
V (disyuntor), A (conjuntor), — (implicador) y «> (coimplicador), ademas de
un conjunto infinito de variables Py, Py, P>, Ps ...

En la practica usaremos letras arbitrarias p, ¢, r, ...para referirnos a las
variables.

Una cadena de signos de £, es una sucesion finita de signos de £, con
posibles repeticiones, y en un orden determinado. Por ejemplo, una cadena de
signos es A pgr———rr V.

Si Z1 y Za son dos cadenas de signos de £,, diremos que son idénticas (y
lo representaremos por Z; = Z3) si constan de los mismos signos situados en el
mismo orden.

Si Zy,...,Zy son cadenas de signos de £,,, representaremos por Z; - - - Z,, su
yuxtaposicion, es decir, la cadena que empieza con los signos de Z;, continta
con los de Zs, etc.

Foérmulas Una cadena de signos A es una formula de £,, si existe una sucesién
de cadenas de signos Ay, ..., A, de modo que A,, = A y cada A; es una variable,

o bien es de la forma
—\14]*7 \/AjA;~C /\AjAk, —>AjA]€, <—>AjAk,

para ciertos 7, k < 1.
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Por ejemplo, A = V—pg—¢qr es una férmula de £,. La sucesién que lo
justifica es

AlEp
Ay =gq
ABE’I’
Ay = —pq
As = —qr

Ag = V—=pg—qr

En la practica, a la hora de nombrar una férmula, usaremos un criterio mas
practico que el de nombrar sus términos en el orden en que aparecen en ella,
que consistira en aplicar los convenios siguientes:

(AvB)=VAB, (AANB)=AAB, (A—B)=—AB, (A< B)=AB.

Esta notacion requiere usar paréntesis para evitar ambigiiedades. Por ejem-
plo, no es lo mismo

(Av B)Vv C =VVABC, AV (BVC(C)=VAVBC.

No obstante, suprimiremos los paréntesis que podamos evitar sin introducir am-
bigiiedades. Para ello adoptaremos el convenio de que (salvo que los paréntesis
indiquen otra cosa) — se aplica antes que A y V, y que éstos se aplican antes
que — y +>. Por ejemplo, =p — ¢ V r se entiende como (—p) — (¢ V r) y no
como —((p = q) V r).

De este modo, la formula A = V—pg—qr la representaremos normalmente
como

A=p—=qVig—r)

De la definicion de formula se sigue inmediatamente que si A y B son for-
mulas de £,, también lo son

-A, AvB, AANB, A— B, A+ B.

Mas atn, toda férmula de £, es una variable o bien se descompone de una de
las cinco formas anteriores. Segun el caso se dice que es una negacién o una
disyuncion o una conjuncion o una tmplicacion o una coimplicacion. Notemos
que una misma férmula no puede ser de dos tipos, pues su primer signo deter-
mina a cudl de ellos corresponde. Las formulas que constan tnicamente de una
variable se llaman férmulas atémicas.

Valoraciones Nuestra intencién es que las férmulas de £, representen afirma-
ciones que pueden ser verdaderas o falsas, pero las hemos definido en términos
estrictamente formales, es decir, especificando el orden que deben seguir los
signos de £, para constituir una férmula, sin aludir en ningin momento a su
posible significado.
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Nos ocupamos ahora de en qué condiciones una férmula es verdadera o falsa.
La idea bésica es que las formulas atomicas representan afirmaciones cuya ver-
dad o falsedad tiene que ser establecida externamente a la logica proposicional,
pero que una vez determinado si las variables que aparecen en una férmula A son
verdaderas o falsas, la estructura de A determina completamente si es verdadera
o falsa. Para concretar esta idea introducimos el concepto de valoracion:

Definicion 1.2 Consideremos una formula A en la que aparezcan a lo sumo
las variables p1, . .., pn. Una valoracion de A es cualquier criterio v que asigne a
cada una de las variables p; un valor v(p;) igual a 0 0 a 1, si bien en este contexto
escribiremos v(p;) = F (falso) o v(p;) =V (verdadero), respectivamente.

Una valoracion v de una férmula determina si ésta es verdadera o falsa
(siempre con respecto a v) mediante los criterios siguientes:

1. —A es verdadera si y solo si A es falsa.
2. AV B es verdadera si y solo si A es verdadera o B es verdadera.
3. A A B es verdadera si y solo si Ay B son verdaderas.

4. A — B es verdadera en todos los casos salvo si A es verdadera y B es
falsa.

5. A +> B es verdadera si y solo si A y B son ambas verdaderas o ambas
falsas.

Las tablas siguientes muestran los cinco criterios anteriores de forma expli-
cita:

Al-A

V| F

F|lV
A B|AVB A B|AANB A B|A»B A B|AoB
vV V[V vV V[V vV V| VvV vV V[ Vv
Vv F| Vv V F| F V F| F V F| F
F V|V F V| F F V| V F V| F
F F| F F F| F F F| V F F| V

Escribiremos v(A) =V o v(A) = F segin si A es verdadera o falsa respecto
de la valoracion v.

Técnicamente, las cinco tablas definen otras tantas funciones v-, vy, VA, V_s

y v¢s, de modo que, por ejemplo, la segunda de las condiciones anteriores afirma
que v(A V B) = vy (v(A),v(B)), ete.

Notemos que una féormula A con n variables tiene 2™ valoraciones posibles.
Las tabla que indican el valor de v(A) para cada una de las 2" valoraciones de A
se llama la tabla de verdad de A. Para la formula que hemos tomado de ejemplo
es:
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p g r|p—=qlg—=r|(p—=gVig—or)
V V V] V v 1%
V V F| V F 1%
V F V| F 1% 1%
V F F| F 1% 1%
FV V|V 1% 1%
FV F| V F 1%
F F V|V 1% 1%
F F F| V 1% 1%

Una tautologia es una féormula que resulta verdadera respecto de todas sus
valoraciones.

La tabla anterior muestra que la formula A es un ejemplo de tautologia.

Consecuencias légicas En términos generales, el propoésito de la logica es
extraer consecuencias logicas de unas premisas dadas, en un sentido que —al
menos en el contexto particular de la logica proposicional— podemos precisar
como sigue:

Definicién 1.3 Diremos que una férmula A de £, es consecuencia ldgica de
unas premisas Aq,..., A, de £, si A es verdadera respecto de toda valoracién
respecto de la cual todas las premisas sean verdaderas. También se dice que
concluir A a partir de dichas premisas es un razonamiento vdlido. Es facil ver
que esto equivale a que la férmula’

AN NA, — A
sea una tautologfa.

Asi pues, siempre es posible determinar si una férmula es consecuencia logica
de unas premisas dadas construyendo la tabla de verdad con todas las variables
que aparecen en ellas. No es necesario agrupar las premisas con una conjunciéon
ni formar la implicacion, sino que basta fijarse en las filas en las que todas las
premisas toman el valor V' y comprobar si el valor de la conclusién en dichas
filas también es V' en todos los casos.

1.2 El calculo secuencial

A la hora de determinar si una férmula es o no consecuencia logica de unas
premisas dadas, el método de las tablas de verdad que acabamos de comentar
tiene una limitacién fundamental, y es que no es aplicable al contexto de la
logica de primer orden, que es la que realmente se necesita para formalizar el
razonamiento matematico.

1En principio, cuando escribimos la conjuncién de més de dos férmulas, habria que espe-
cificar cémo se asocian, pues, (A A B) A Cy A A (B A C) son formulas distintas, pero es
inmediato que una es verdadera respecto de una valoraciéon dada si y solo si lo es la otra, por
lo que en realidad los paréntesis resultan irrelevantes.
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Una alternativa que si que puede ser generalizada debidamente es justificar
la validez de un razonamiento construyendo una deduccion ldgica, es decir, una
sucesion de formulas en la que cada una de ellas sea una de las premisas, o
bien un axioma logico (perteneciente a un conjunto prefijado de formulas que
ya hayamos comprobado que son tautologias, de modo que podamos incluirlos
en cualquier deduccion con la seguridad de que seran verdaderas) o bien resulte
de aplicar una regla de inferencia a féormulas previas de la deduccion (que son
criterios para pasar de unas formulas a otras que hayamos comprobado que son
validos en el sentido de que siempre dan lugar a féormulas verdaderas cuando se
aplican a premisas verdaderas).

Esta forma de proceder se corresponde con lo que hacen realmente los mate-
maticos, si bien el calculo proposicional que ahora nos ocupa es s6lo un palido
reflejo de lo que constituye el auténtico razonamiento matematico.

Pensemos por ejemplo en los dos razonamientos siguientes:

p—q

r—q p—(qgVr)
rVs r— TS
pVs p— (=g —s)

Se nos plantea el problema de determinar si son razonamientos vélidos, es decir,
si la formula situada bajo la raya es en cada caso consecuencia logica de las
formulas situadas sobre ella. En lugar de calcular tablas de verdad de 16 filas,
una forma de justificar la validez del primer razonamiento mediante el calculo
deductivo descrito? en el capitulo II de [LM] es construir la deduccién siguiente:

(1) p—-qg Premisa
(2) r—g Premisa
(3) rvs Premisa
(4) —-—p Hipotesis
(5) p DN 4
(6) —q MP 1, 5
(1) - MT 2, 6
(8) s MTP 3,7
(9) ~p—s

(10) —-pVs EDI 9

En cambio, si intentamos hacer algo parecido con el segundo razonamiento
estaremos condenados al fracaso, pues el razonamiento no es valido, lo cual

2El calculo deductivo descrito en [LM] corresponde a la légica de primer orden, pero po-
demos reinterpretar los axiomas K1, K2 y K3 del sistema K introducido en la secciéon 2.2
como férmulas de £y, y tomarlos como axiomas, a los que anadimos la regla de inferencia MP
mas las necesarias para introducir y eliminar los conectores V, A y —, que en [LM] se consi-
deran definidos a partir de =y — (concretamente, necesitamos EDI para el disyuntor, las dos
primeras leyes de De Morgan para el conjuntor e IB, EB para el bicondicionador). Sobre esta
base, podemos demostrar todas las reglas de inferencia expuestas en [LM| que no tienen que
ver con cuantificadores, con las mismas demostraciones, asi como el teorema de deduccién. No
damos detalles de todo esto porque aqui vamos a presentar un calculo deductivo alternativo.
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puede justificarse calculando las 16 filas de su tabla de verdad y comprobando
que exactamente en una de ellas las premisas resultan verdaderas y la conclusion
falsa, o bien encontrando por tanteo la valoracién que falsea el razonamiento.

Respecto a la forma en que hemos encontrado la deduccion que justifica la
validez del primer razonamiento, es cierto que no es muy dificil llegar hasta
ella, pero —en relacién a la simplicidad del ejemplo— tanto el establecimiento
de la estrategia de la deduccién, como la elecciéon de los pasos apropiados para
llevarla a cabo requieren una cierta habilidad para fijarse en cada momento en
las formulas adecuadas.

El calculo secuencial que vamos a presentar aqui tiene la ventaja de que nos
proporciona un algoritmo explicito para determinar si un razonamiento dado es
valido o no que no requiere sino comprobaciones rutinarias, exactamente igual
que la construcciéon de tablas de verdad, pero que tiene la ventaja de que todas
las ideas que vamos a presentar pueden utilizarse igualmente en el contexto de
la l6gica de primer orden, que es donde realmente tendra interés aplicarlas.

Secuentes El célculo deductivo descrito en [LM] es lo que se conoce como
un calculo deductivo “a la Hilbert”, es decir, consistente en construir sucesiones
de formulas en las que cada una se deduce de algunas de las precedentes por
razonamientos elementales cuya validez ha sido comprobada de antemano. Esto
se corresponde con la forma en que de hecho conciben los matematicos las
demostraciones logicas. Sin embargo, el calculo secuencial de Gentzen tiene
un planteamiento sustancialmente distinto, y muy alejado de la forma en que
trabajan los matematicos. Para empezar, las deducciones del calculo secuencial
no son sucesiones de formulas, sino de secuentes, en el sentido que introducimos
a continuacion:

Definicién 1.4 Un secuente en £, es una expresion de la forma I' = A, donde
I' y A son dos conjuntos finitos de férmulas de £,. El conjunto I' recibe el
nombre de antecedente, del secuente mientras que A es el consecuente.

Cuando decimos que I' y A son conjuntos (y no sucesiones) de formulas, en
ello esta implicito que el orden en que escribimos sus elementos es irrelevante, y
que las repeticiones son redundantes. Por ejemplo, si «, 3, v, €, § son formulas
de £, entonces

a, B,y = 4,¢€, v, 8,00 = €,0,€

son el mismo secuente. No excluimos la posibilidad de que I" o A sean vacios,
de modo que
a, 8=, = 0,¢, =

son tres ejemplos de secuentes en £. Al tltimo lo llamaremos secuente vacio.

Usaremos letras griegas mayusculas como I', A, para representar conjuntos
finitos de féormulas, mientras que las letras griegas minusculas representarén
férmulas. Una expresiéon como

F17a>r2 = A761;62
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debe entenderse como el secuente cuyo antecedente esté formado por las for-
mulas de I'y y I's mas la férmula «, y cuyo consecuente estéa formado por las
formulas de A ademas de 01 y 02, siempre entendiendo que las posibles repeti-
ciones son redundantes, de modo que si, por ejemplo, d ya estd en A, se trata
del mismo secuente que

Fl,O{,FQ = A,él.

Vamos a definir un calculo secuencial que nos permitira trabajar con los
secuentes formalmente, es decir, sin atribuirles ningtn significado, pero esto no
quita para que los secuentes tengan asociado un significado preciso:

Una wvaloracion v de un secuente S = I' = A es una valoracion definida
sobre las variables de todas las formulas que aparecen en él. Diremos que S es
verdadero respecto de v si alguna de las féormulas de su antecedente es falsa o
alguna de las formulas de su consecuente es verdadera respecto de v, entendiendo
que el secuente vacio = es falso.

Equivalentemente, si el secuente S = v1,...,%m = 61,...,0, NO es vacio,
entonces es verdadero respecto de v si y s6lo si lo es la formula

S=-7 V-V V6L V-V,

Si tanto el antecedente como el consecuente de S son no vacios, esto equivale a
que sea verdadera la férmula

’71/\"'/\’7m_>51v"'\/5n7

lo que explica la notaciéon que empleamos para representar los secuentes.

Notemos que en particular un secuente de la forma = « es verdadero respecto
de una valoracién v si y sélo si a es verdadera mientras que un secuente o =
es verdadero si y solo si « es falsa.

Vemos asi que la capacidad expresiva de los secuentes es la misma que la de
las formulas, pues, para todo secuente S, la formula S afirma lo mismo que S,
en el sentido de que S es verdadero respecto de una valoracién si y sélo si lo
es Sy, reciprocamente, para toda férmula o, el secuente = « afirma lo mismo
que «.

Calculos secuenciales Para razonar formalmente en términos de secuentes
necesitamos fijar los mismos elementos que en el caso de un calculo deductivo
“a la Hilbert”, es decir, unos axiomas y unas reglas de inferencia:

Definicion 1.5 Un cdlculo secuencial K para la logica proposicional esta de-
terminado por un conjunto de secuentes en £, llamados aziomas de K y un
nimero finito de reglas de inferencia primitivas que determinan cuando un se-
cuente es consecuencia inmediata de uno o varios secuentes (siempre un nimero
finito).

Vamos a considerar un dnico ejemplo de célculo secuencial para el calculo
proposicional:
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El calculo secuencial PK Llamaremos PK al calculo secuencial cuyos axio-

mas

son los secuentes de la forma

=D,

donde p es una férmula atémica de £, y cuyas reglas de inferencia primitivas

son las siguientes:
PO . '=A Tep ea '=sA
Debilitacion izquierda Wl S A Debilitaciéon derecha TSAa
= A« a,l'= A
Corte = A ,
= A« a,l'= A
- o, "= A ' A -a’
v a, I'= A 5, I'=A '=A o p
aVpT'=A ’ ' A avp’
A a, B, = A '=s=A,a I'sA,B
aNp, T'= A" I'=sAaAnp ’
N = A« 5, I'=A a,l'= A B
a—=p, T'=A ’ 'sAa—pg"’
o a, 5, T = A F'=A a,p a,'= A8 B8, T= A«
aep, ' A ’ ' A aef ’
Antes de analizar este calculo secuencial conviene introducir el vocabulario
siguiente:
1. Las reglas de debilitaciéon se llaman reglas débiles, mientras que las res-

tantes son reglas fuertes.

. Las reglas de debilitacion y corte se llaman reglas estructurales, mientras
que las restantes son reglas ldgicas.

Cada regla de inferencia tiene un secuente inferior y uno o dos secuentes
Superiores.

La formula que aparece en el secuente inferior fuera de los conjuntos I
v A se llama fdrmula principal de la regla de inferencia (y es la que le da
nombre). La tnica regla sin formula principal es la regla de corte.

Las formulas que aparecen en los secuentes superiores fuera de los conjun-
tos I' y A se llaman férmulas auxiliares. Las tnicas reglas sin formulas
auxiliares son las reglas de debilitaciéon. La féormula auxiliar de la regla de
corte se llama formula de corte.

Las formulas que aparecen en los conjuntos I' y A se llaman férmulas
colaterales.
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Formulas auxiliares

o, r=A 5 , '= A <— Secuentes superiores
aVvp T'=A

SN

Formula principal ~ Foérmulas colaterales

Secuente inferior

Lo primero que podemos observar para entender el trasfondo del célculo
secuencial PK es lo siguiente:

Teorema 1.6 Todos los axiomas de PK son verdaderos respecto de cualquier
valoracion. Si los secuentes superiores de una regla de inferencia de PK son
verdaderos respecto de una valoracion dada, el secuente inferior también lo es.

DEMOSTRACION: De acuerdo con las definiciones que hemos dado, o = «
es verdadero si la féormula —a V « es verdadera, lo cual es obviamente cierto.
Esto prueba la primera parte del enunciado.

Para probar la segunda revisamos las reglas de inferencia una a una. Fijamos
una valoracién v y distinguimos dos casos:

1) SiT" y A no son ambos vacios y la férmula
MV NV VO V-V by,

es verdadera respecto a la valoracion fijada, entonces el secuente inferior de
cualquiera de las reglas es verdadero por definicién.

2) Supongamos en segundo lugar que T' y A son ambos vacios o que no lo
son y la formula
MV V=Y VOV -V,

es falsa. Entonces:

En el caso de las reglas de debilitacion, el secuente superior es falso, luego
este caso no puede darse.

En la regla de corte, los secuentes superiores dicen que « es verdadera y
falsa, luego este caso tampoco puede darse.

La regla izquierda del negador afirma que si « es verdadera, entonces —«
es falsa, mientras que la regla derecha afirma que si « es falsa entonces —a es
verdadera.

La regla izquierda del disyuntor afirma que si « y [ son falsas, entonces
a V B es falsa, mientras que la regla derecha afirma que si a es verdadera o 8
es verdadera, entonces « V 3 es verdadera.

La regla izquierda del conjuntor afirma que si « es falsa o 3 es falsa, entonces
a A B es falsa, mientras que la regla derecha afirma que si « es verdadera y
es verdadera, entonces o A B es verdadera.
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La regla izquierda del implicador afirma que si « es verdadera y S es falsa,
entonces o — 3 es verdadera, mientras que la regla derecha afirma que si a es
falsa o 8 es verdadera, entonces o — 3 es verdadera.

Finalmente, la regla izquierda del coimplicador afirma que si una de las
formulas a o B es falsa y una de ellas es verdadera, entonces a <> [ es falsa,
mientras que la regla derecha afirma que si ambas tienen el mismo valor de
verdad, entonces « <+ 3 es verdadera. n

Para expresar todo el alcance del teorema anterior introducimos el concepto
de deduccion formal:

Definicion 1.7 Una deduccion en un céalculo secuencial K a partir de un con-
junto de secuentes & (llamados premisas de la deduccién) es un conjunto finito
de secuentes dispuestos en forma de arbol, de modo que hay un tnico secuente
en el nivel inferior (llamado secuente final) y sobre cada secuente S que no sea
una premisa o un axioma de K se encuentran uno o varios secuentes de los cua-
les S es consecuencia inmediata. Los axiomas y las premisas se llaman secuentes
iniciales de la deduccion.

Una demostracion en K es una deduccién sin premisas.

Usaremos la notacion & 1|_< S para indicar que S es el secuente final de una

deduccién en K con premisas en &. En particular, 1|_<S indica que S es un
teorema de K.

El teorema siguiente es inmediato a partir del teorema 1.6:

Teorema 1.8 (de correccion) Si & es un conjunto de secuentes verdaderos

respecto de una valoracion dada y & S, entonces S también es verdadero
. . PK

respecto de dicha valoracion.

En efecto, tenemos que S puede obtenerse aplicando sucesivamente reglas
de inferencia de PK a axiomas y premisas, pero las premisas son verdaderas
por hipotesis y los axiomas por 1.6, y al aplicar reglas de inferencia obtenemos
siempre secuentes verdaderos, luego S tiene que ser verdadero.?

En particular, los teoremas de PK son tautologicos, en el sentido de que
sonverdaderos respecto de cualquier valoracién. Sucede que también se cumple
el reciproco:

Teorema 1.9 Si S es un secuente verdadero respecto de todas sus valoraciones,
entonces = S.
PK

Observemos que , de la propia definicién de secuente verdadero se sigue que
una féormula a es consecuencia logica de unas premisas aq, ..., ay, si y solo si el
secuente aj ..., a, = « es verdadero respecto de todas las valoraciones, y por
los dos ultimos teoremas esto equivale a que P}—K A1y, Oy = Q.

3Mas precisamente, la demostracién de 1.6 junto con un razonamiento que justifique que
las premisas son verdaderas permite obtener a partir de una deduccién de S un razonamiento
que justifique que S es verdadero.
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La prueba de 1.9 se basa en el teorema siguiente:

Teorema 1.10 (de inversion) Si el secuente inferior de una regla de inferen-
cia de PK que no sea de debilitacion es verdadero respecto de una valoracion,
también lo son su secuente o sus secuentes superiores.

DEMOSTRACION: El argumento es el mismo que el del teorema 1.6: si los
conjuntos I' y A no son ambos vacios y el secuente I' = A es verdadero respecto
de la valoracién dada, es inmediato que los secuentes superiores de todas las
reglas son verdaderos (excepto en el caso de las reglas de debilitacion si se trata
del secuente vacio).

Podemos suponer, por lo tanto, que I' y A no son ambos vacios y que el
secuente I' = A es falso respecto de la valoraciéon dada. Entonces, considerando
cada regla por separado, es inmediato que los secuentes superiores también son
verdaderos. m

Vamos a dar una prueba constructiva del teorema 1.9. Concretamente, va-
mos a mostrar un procedimiento que, dado un secuente arbitrario S, o bien
nos proporciona una demostraciéon de S no bien nos determina una valoracién
respecto del que S es falso. Lo ilustraremos primeramente con los ejemplos de
la pagina 5:

Ejemplo 1 Estudiar la validez del razonamiento
p—7q
r—q

rvVs
—pVs

Solo tenemos que determinar si el secuente
p—> g, r—>¢g,rVs=-pVs

es un teorema de PK. Para ello vamos construyendo una demostracion “de abajo
hacia arriba”, eligiendo cualquier formula no atémica y aplicando la regla logica
correspondiente a su estructura. Hemos marcado en negrita la formula elegida
en cada paso como férmula principal. La eleccion es arbitraria.

q9=4q
p=p P, Tr=4q, S8
r=r pP,g,T=Dp S8 P, q,q, " =38
p,Pp— ¢, T=T,8 p,P—>"q,q, T=3S8 s =S8
pp—>qT —>qT=3S p,p—>¢T —>qS=>S

pPyp—>—q,r—>q, 7TV 8=>S8
p—-qg,r—q,7vVs=—p,s
p—>—qgnr—q,rVs=>-"pVs

En cuanto llegamos a un secuente con una misma férmula atémica en el
antecedente y en el consecuente, en el paso siguiente ponemos el axioma logico
correspondiente a dicha formula. Asi obtenemos una demostracion y concluimos
que el razonamiento es valido. m
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Ejemplo 2 FEstudiar la validez del razonamiento
p—(qVr)
r— s
p—(mg—s)
Se trata de determinar si el secuente

p—=(gVr),r—=-s=p—(-qg—s)

es un teorema de PK. Para ello intentamos aplicar el mismo procedimiento que
hemos empleado en el ejemplo anterior:

r=r p,r=4q,S
q=4q p,r=4q,71,8 p,r,8=4q,Ss
p=D p,q, T —>"8=4q,S p, 7, T —> 8=4q,S
p,r—>"8S=>Dp,q,S p,qV T, T —>"8=4(q,S

p,p—=>(@Vr),r—s-s=q,s

g, p,p—>(qVrT),r—>-s=s

p,p—=>(@Vr),r—"s=>q—Ss
p—=(@Vr),r—=-s=p— (g —s)

Sin embargo, ahora el resultado es distinto, porque hemos llegado hasta
el secuente p, 1 = ¢, s en el que ya no hay conectores para seguir aplicando
reglas de inferencia y no ninguna férmula atémica en los dos miembros que nos
permita llegar a un axioma. Un secuente asi es falso necesariamente respecto
de la valoracion que hace verdaderas las formulas de su antecedente y falsas las
de su consecuente, que en este caso es la dada por

v(p) =v(r) =V, v(q) = v(s) = .

Aunque es facil comprobarlo directamente, el teorema de inversiéon nos asegura
que el secuente del que hemos partido es falso respecto de v, luego por el teo-
rema de correcciéon éste no puede ser un teorema de PK y concluimos que el
razonamiento no es valido. L]

La prueba del teorema 1.9 se reduce a observar que, cualquiera que sea el
secuente de partida, si vamos aplicando a la inversa reglas légicas a partir de él,
tras un namero finito de pasos tenemos que llegar a un arbol cuyos secuentes ini-
ciales consten tnicamente de formulas atomicas (pues en cada paso eliminamos
un conector logico). Si en todos ellos hay una misma férmula en el antecedente
y en el consecuente, podemos pasar al axioma correspondiente mediante reglas
de debilitacion y concluimos que el secuente de partida es un teorema. Si, por
el contrario, hay secuentes iniciales sin férmulas atomicas comunes en el ante-
cedente y en el consecuente, cada uno de ellos determina una valoraciéon que
lo hace falso y, por el teorema de inversion, también hace falso al secuente de
partida.

Ahora podemos demostrar el reciproco del teorema de correccion:



1.2. El céalculo secuencial 13

Teorema 1.11 (de completitud semantica de PK) Si & es un conjunto
de secuentes y S es un secuente verdadero respecto respecto de toda valoracion
que haga verdaderos a los secuentes de S, entonces & PI—K S.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que & es finito, pues, en caso contrario,
para cada valoracién v que haga falso a S, elegimos un secuente S, en & que
sea falso respecto de una extension adecuada de v. El conjunto &g formado por
estos secuentes S, es finito, y asi si una valoraciéon hace falso a S, se extiende
a una valoraciéon que hace falso a un secuente de Sy, luego S es verdadero
respecto de todas las valoraciones que hacen verdaderos a los secuentes de &g.
Si probamos que S es consecuencia de G, también lo sera de &.

Asi pues, podemos suponer que & consta de los secuentes S, ..., S;. Pode-
mos suponer que ninguno de ellos es vacio, pues en tal caso es inmediato que
de éste se deduce S por debilitacion. Sea S = T' = A y, para cada secuente
Si =Y,y Ym = 01,...,0, de &, consideramos la férmula

Si=— V- VY VI V-V,

Entonces, el secuente S* = Sq,...,S,, I' = A es verdadero respecto de toda
valoracién v pues, o bien v hace falso a alguna féormula S;, o bien las hace
verdaderas a todas, en cuyo caso hace verdaderos a todos los secuentes de G,
luego a S y también a S*. Por el teorema 1.9 concluimos que S* es un teorema
de KP.

Ahora bien, usando la reglas derechas del negador, del disyuntor y de debi-

litacion vemos que S; E I' = A, S;, luego aplicando la regla de corte llegamos
aque § f- 5. F -

De la prueba que hemos dado del teorema 1.9 se deduce el hecho siguiente:

Teorema 1.12 (de eliminacion de cortes) S5i S es un secuente demostrable
en PK, existe una demostracion de S que no utiliza la regla de corte.

De hecho, en la prueba de 1.9 hemos visto cémo construir una demostracion
de S usando las reglas de inferencia logicas y las de debilitacién, pero sin recurrir
en ningin momento a la regla de corte.

Esto puede parecer anecdotico, pero la eliminacion de cortes resulta ser una
poderosa herramienta de la teoria de la demostraciéon, y uno de los motivos por
los que el calculo secuencial es mejor opcidén que otras alternativas a la hora de
estudiar el razonamiento formal.

Por otra parte, esto no debe interpretarse como que la regla de corte es
redundante. El teorema anterior solo se aplica a demostraciones (sin premisas)
en PK, pero no es necesariamente cierto para deducciones a partir de unas
premisas dadas. Por ejemplo, es facil ver que = —-—a« II(—P = «, pero toda

deduccién tiene que tener al menos un corte, ya que todas las consecuencias
que podamos extraer de = =« sin la regla de corte contendran al menos una
subférmula igual a ——«, luego ninguna de ellas serd = a.
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1.3 Reglas derivadas de inferencia

Veamos algunas reglas de inferencia adicionales que pueden usarse para abre-
viar deducciones:

Variantes Algunas reglas admiten variantes equivalentes de interés. Por ejem-
plo, la regla derecha del disyuntor es equivalente a las reglas

I'= A « r=Ap
'sAavp’ T'sAavpi’

en el sentido de que estas dos reglas pueden ser demostradas y, reciprocamente,
si tomamos éstas como reglas primitivas, podemos demostrar la regla derecha
del disyuntor.

En efecto, estas variantes se prueban trivialmente sin méas que anadir la
formula que falta por debilitacion y luego aplicar la regla del disyuntor. Reci-
procamente, si tomamos las dos variantes como primitivas, podemos probar asi
la regla del disyuntor:

'=sA o
'=AaVvg g
A aVvp

donde en el dltimo paso hemos aplicado la regla del disyuntor que transforma
B en a V B, pero, como la disyuncion ya esta en el consecuente, no necesitamos
volverla a escribir.

Similarmente, la regla izquierda del conjuntor es equivalente a las reglas?

a, I'= A 68, T'=A
anNp, T=A" aANB I'=>A"

Por otra parte, la regla izquierda del disyuntor es equivalente a

a, I'= A 8, TV = A’
aV B T, TV=A A

v la regla derecha del disyuntor es equivalente a

= A« I'= A8
ILI'=A AN, anB

Y la regla de corte es equivalente a esta variante:

I'=s A« a, IV = A/
I,V = A, A

Estas variantes incluyen a la regla original como caso particular, reciproca-
mente, pueden probarse a partir de la regla original sin més que cambiar primero
los conjuntos de féormulas colaterales por I', IV y A, A’ por debilitacion. m

4Pero observemos que con estas versiones alternativas de las reglas del disyuntor y del
conjuntor ya no es cierto el teorema de inversién.
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Reglas inversas Las reglas siguientes nos permiten eliminar signos logicos,
en vez de introducirlos:

-, ' = A I'=s A, ~« aVvVp T'=A aVvp T'=A
I'=sA o’ a, I'= A’ a,I'=s A 7 6, T'=A "~

I'=sA avp aNp, T'=A '=sA ang '=A anpg
'sA o 8 ° a, B, T'=A " '=sAa '=sA B 7
a— B, I'=A a— 8, T=A '=A a—0
'=sAa 7 5, I'=A ~ a,I'= A B
Todas son consecuencia del teorema de completitud y del de inversién, pero

vamos a dar las deducciones correspondientes (omitimos las que se prueban
analogamente a la regla que la precede):

a=a
a, I'= A« —a, I'= A
I'= A a,~« o, I'=> A«
'=A «

a= o
a,l'=A o, B aVp T'=A
a,I'=A aVvp aVp, al=A
a, I'= A

a=« B=p
'=sA aVvy a,I'= A o, 8, T=A a3
I'=A o 8,aVvy aVp,T'=sA o f
'=sA o 8

o=« 8=0
a, 8, = A, «a a, 3, I'= A, 6 aNp,l=A
a, B, T=A, aNp aNB, a B, = A
a, B, '= A

a=
T'=A anp a, B, = A«
' A aanp aNB, = A «
'=A «

a=
a, I'= A o, 8 a—pB,I'=A
F'=A a,a—p a—6,T=A «
'=sA «

La siguiente es similar, partiendo esta vez de § = (.

a= B8=p
'=sAa—p a, I'= A B« B,a, I'=Ap
a,I'=6,a—p0 a—=p,a, '=A 0B

a, I'= A B






Capitulo 11

El calculo secuencial para la
l6gica de primer orden

En el capitulo I de [LM] introdujimos los conceptos fundamentales sobre
lenguajes formales de primer orden y sus modelos, y al hacerlo adoptamos una
serie de convenios arbitrarios que eran los mas adecuados para presentar en el
capitulo siguiente el calculo deductivo “a la Hilbert” que subyace en todos los
resultados posteriores.

Por ejemplo, adoptamos el convenio de que los conectores V, A, <> y el
particularizador V no eran propiamente signos de los lenguajes formales, sino
que se definian a partir de =, — y /\. Esto era conveniente porque los axiomas
y las reglas de inferencia del célculo deductivo expuesto alli pueden enunciarse
exclusivamente en términos de estos signos, de modo que introducir los demés
como signos primitivos obligaria a introducir nuevos axiomas o nuevas reglas de
inferencia, que complicarian a su vez el analisis del sistema deductivo obligando
a considerar mas casos concernientes a los nuevos signos primitivos, que en el
fondo son redundantes.

Sin embargo, el calculo secuencial estd pensado para explotar al maximo
el aspecto formal de las demostraciones matematicas, y para ello no podemos
pasar por alto la estructura concreta de las férmulas que resulta de los convenios
concretos que hayamos fijado. Por ejemplo, al tratar con férmulas de tipo

VzAyVza,

donde a es una formula sin cuantificadores, o una férmula de tipo Ag en un
sistema aritmético, no es lo mismo tener realmente tres cuantificadores alterna-
dos, cuyo uso esté regulado por reglas de inferencia totalmente anélogas para
uno y otro, que tener realmente una féormula

“Na=Ay=NAz=a,

donde la alternancia real es entre generalizadores y negadores, entre los cuales
no existe ninguna clase de analogia. Esto puede dificultar o, cuanto menos,
oscurecer, muchos argumentos.

17
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Por este motivo, aqui vamos a considerar los dos cuantificadores /A y V como
signos primitivos de todo lenguaje formal. Esto dara lugar a casos adicionales
en algunos argumentos, que podrian evitarse si s6lo considerdramos como signo
primitivo a uno de los cuantificadores, pero la analogia entre el caso correspon-
diente a cada cuantificador sera tan estrecha, que la molestia serd minima.

Similarmente, sucede que = y — no seran en nuestro contexto los conectores
logicos méas adecuados para definir en términos de ellos todos los demaés, sino
que serd mucho més conveniente adoptar — y V, pues las reglas de inferencia
validas para el disyuntor (que seran las mismas que hemos visto en el capitulo
anterior para la logica proposicional) gozan de una perfecta simetria que no se
da en las reglas del implicador, esencialmente porque en o V § las férmulas «
y [ son intercambiables, mientras que en @ — S no lo son. Los argumentos
propios del célculo secuencial nos obligarian a recordar en todo momento que
en a — (3 se esconde un negador, en la forma —a V 8, de modo que las mani-
pulaciones con implicaciones so6lo se entienden plenamente cuando se conciben
como combinaciones de manipulaciones de negaciones y disyunciones. Asi pues,
en la primera seccion revisaremos las definiciones dadas en el capitulo I de [LM]
enfatizando las diferencias.

2.1 Lenguajes formales de primer orden

Como acabamos de explicar, vamos a definir el concepto de lenguaje formal
tomando como signos primitivos -, V, A v V, lo cual dotara a la teoria de una
valiosa simetria. Esta podria ser atin mayor si afladiéramos el conjuntor A a
los signos primitivos, pero no ganariamos nada en la practica y, por otra parte,
precisamente por la simetria entre el conjuntor y el disyuntor, las modificaciones
necesarias en todos los argumentos para anadir el conjuntor son triviales.

Otro signo logico destacado es el igualador =. Aunque sblo nos van a in-
teresar lenguajes formales con igualador, algunos resultados basicos del calculo
secuencial se enuncian mas claramente para lenguajes sin igualador, por lo que
en la definicién no exigiremos que los lenguajes lo tengan, si bien a largo plazo
s6lo nos interesaran los lenguajes con igualador.

Otro convenio que resultara tutil para simplificar el enunciado de algunos
teoremas es el de dividir a las variables de un lenguaje formal en dos grupos
disjuntos: el de las variables libres y el de las variables ligadas, de modo que, al
construir formulas, como por ejemplo

Au(u € z — u € y),

tendremos la precaucion de elegir las variables z e y —que estén libres en la
formula— en el conjunto de las variables libres de £, y la variable u —que esté
ligada en la formula— en el conjunto de las variables ligadas de £. Esto en
la practica no supone ninguna limitacién, pues siempre es irrelevante usar una
variable u otra en un momento dado, por lo que no perdemos nada por escogerla
en un conjunto u otro segun si la vamos a dejar libre o ligada en una férmula
determinada.



2.1. Lenguajes formales de primer orden 19

Por ultimo, en [LM] consideramos lenguajes formales con descriptor, lo cual
es muy util a la hora de tratar tedéricamente las definiciones matematicas que
introducen nuevas constantes o funtores a una teoria. No obstante, en [LM] se
prueba desde un punto de vista tedrico el descriptor es prescindible, y como aqui
estamos interesados en el uso tedrico del calculo secuencial, vamos a prescindir
del descriptor desde el primer momento.

Teniendo esto en cuenta, modificamos como sigue la definicion [LM 1.1] de
lenguaje formal:

Definicion 2.1 Un lenguaje formal de primer orden L sin igualador es una
coleccion de signos divididos en las categorias siguientes y de modo que cumplan
las propiedades que se indican:

Variables libres Un lenguaje £ debe tener infinitas variables libres. Cada
variable libre debe tener asociado un ntimero natural distinto al que lla-
maremos su indice, de tal forma que todo natural es indice de una variable
libre de £. Llamaremos x; a la variable libre de indice i de L.

Variables ligadas Un lenguaje £ debe tener infinitas variables ligadas. Cada
variable ligada debe tener asociado un ntmero natural distinto al que
llamaremos su indice, de tal forma que todo natural es indice de una
variable ligada de £. Llamaremos u; a la variable ligada de indice ¢ de £.

Constantes Un lenguaje £ puede tener cualquier cantidad de constantes, desde
ninguna hasta infinitas. En cualquier caso, cada constante debe tener aso-
ciado un 7ndice natural. Llamaremos ¢; a la constante de £ de indice ¢ (si
existe) de modo que si £ tiene m + 1 constantes éstas seran cg, 1, - . . , Cm,
mientras que si £ tiene infinitas constantes, los indices recorreran todos
los nimeros naturales.

Relatores Cada relator debe tener asociado un nimero natural no nulo al que
llamaremos su rango. Llamaremos relatores n-adicos a los relatores de
rango n. El ntmero de relatores n-adicos de £ puede variar entre ninguno
e infinitos.

Funtores Cada funtor ha de llevar asociado un rango en las mismas condiciones
que los relatores.

Negador Llamaremos — al negador de £.
Disyuntor Llamaremos V al disyuntor de £.

Cuantificador universal Llamaremos /\ al cuantificador universal (o genera-
lizador) de L.

Cuantificador existencial Llamaremos \/ al cuantificador existencial (o par-
ticularizador) de £.
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Cada signo de £ debe pertenecer a una de estas categorias y sélo a una.
Las constantes, los funtores y los relatores se llaman signos eventuales de L,
mientras que los restantes son signos obligatorios.

Un lenguaje formal de primer orden con igualador es un lenguaje formal que
incluye un relator diadico distinguido al que llamaremos igualador, o simple-
mente =, y al que consideraremos también como signo obligatorio de £.

Definiciéon 2.2 Sea £ un lenguaje formal. Una cadena de signos de £ es una
sucesion finita de signos de £ repetidos o no y en un cierto orden. Si (y,...,(,
son cadenas de signos de £ llamaremos (7 ---(, a la cadena que resulta de
yuxtaponer las cadenas (y, . . ., (, en este orden. En particular podemos nombrar
una cadena nombrando a cada uno de sus signos en el orden en que aparecen.

Dos cadenas de signos (7 y (s son idénticas si constan de los mismos signos
en el mismo orden. Lo indicaremos asi: {1 = (5 (y en caso contrario escribiremos
C1 # (2). Asi pues, (1 = (o significa que “(;” y “(2” son dos nombres para la
misma cadena de signos.

Semiexpresiones FEn ausencia del descriptor, la definiciéon de expresion dada
en [LM 1.5] puede desdoblarse en dos definiciones independientes de “término” y
“formula”; si bien la division que hemos hecho entre variables libres y ligadas nos
obliga a definir en primer lugar los conceptos de “semitérminos” y “semiférmulas”
para definir posteriormente los términos y las formulas como los semitérminos
y semiférmulas cuyas variables que estan de hecho libres y ligadas en ella per-
tenecen al conjunto adecuado.

Definicion 2.3 Una cadena de signos t de un lenguaje formal £ es un semitér-
mino si existe una sucesion finita tg, ..., t,, de cadenas de signos de £ de modo
que t,, =ty cada t; cumple una de las condiciones siguientes:

1. t; es una variable.

2. t;, es una constante.

3. txy = fty---t,, donde f es un funtor n-addico de £ y los t; son cadenas
anteriores de la sucesion.

Un término es un semitérmino que no contiene variables ligadas.

Una cadena de signos « de un lenguaje formal £ es una semifdrmula si existe
una sucesion finita «q, ..., a,, de cadenas de signos de £ de modo que a,, = «
y cada ay cumple una de las condiciones siguientes:

1. ax = Rty ---t,, donde R es un relator n-adico de £ y los t; son semitér-
minos de L.

2. aj = —«a, donde «a es una cadena anterior de la sucesion.

ar = Vaf, donde a y 8 son cadenas anteriores de la sucesion.

4. ap = Aua, donde u es una variable ligada y a es una cadena anterior de
la sucesion.

5. ar = Vua, donde v es una variable ligada y « es una cadena anterior de
la sucesion.

@
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Una cadena de signos 6 es una semiexpresion de £ si es un semitérmino o
una semiférmula de £.

Un poco més adelante definiremos las férmulas como las semiférmulas en
las que las variables que aparecen libres son variables libres de £, pero para
ello todavia tenemos que definir el concepto de aparicion libre o ligada de una
variable en una férmula.

Convenios de notaciéon En la definicion de lenguaje formal hemos indicado
que llamaremos z; a la variable libre de indice ¢ de un lenguaje formal y u; a su
variable ligada de indice i. En lo sucesivo (salvo que indiquemos lo contrario)
entenderemos tacitamente que x, y, z nombran a variables libres cualesquiera
(no necesariamente distintas entre sf), mientras que u, v, w nombraran siempre
a variables ligadas cualesquiera.

A su vez ¢ nombrara a una constante, R"™ a un relator n-adico y f™ a un
funtor n-adico. Similarmente, convenimos en que ¢, t1, t2, etc. nombraran a
semitérminos arbitrarios, mientras que «, [3, v representaran semiférmulas ar-
bitrarias.

Por otra parte, en lugar de nombrar cada semiexpresion nombrando los tér-
minos que aparecen en ella en el orden en que lo hacen, normalmente em-
plearemos otros convenios de notacion alternativos (los dos ultimos valen para
lenguajes con igualador):

1. (avB)=Vvap

2. (@A p)=-(maV —p),

3. (a = B) = (-a Vv p),

4 (a e B)=((anB)V (man=p)),
5. \1/ua = VoAu(a & v =u),

6. (t, =1o) = = tyto,

7. (t1 £ t2) = —(t1 =t2).

Ademas, cuando haya que escribir varios cuantificadores seguidos del mismo
tipo, como VuVoVw escribiremos méas brevemente \uvw.

Al tratar con lenguajes formales particulares adoptaremos tacitamente con-
venios de notacién similares. Por ejemplo, en un lenguaje con un funtor dié-
dico +, escribiremos normalmente (t; + t2) = +t1to.

Los paréntesis son necesarios en principio para evitar ambigiiedades en la
aplicacion de estos convenios, pero los omitiremos cuando no haya ambigiiedades
posibles.

Con estos convenios, en la practica podemos tratar con el conjuntor A, el
implicador — y el coimplicador <+ como si fueran signos de £ en pie de igualdad
con el negador o el disyuntor, si bien en teoria “no existen”, lo que nos permitira
reducir las definiciones y las demostraciones que obliguen a distinguir casos en
funcion de los signos de un lenguaje formal dado. m
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De acuerdo con las definiciones y convenios de notacion que hemos dado,
podemos decir que todo semitérmino es una variable, una constante o bien de
la forma f™tq,...,t,, asi como que una semiférmula es de la forma R"ty - - - t,,
o bien —a, o bien o V 3, o bien Au e, o bien Vu . Las semiférmulas del primer
tipo se llaman semiformulas atomicas.

Variables libres y ligadas Una cosa es que una variable de un lenguaje
formal £ sea libre o ligada en el sentido de que la hayamos clasificado como tal
al definir £ y otra muy distinta que aparezca libre o ligada en una semiférmula.
Nuestra intencion es definir las formulas como las semiférmulas en las que las
variables que aparecen libres sean libres, pero para eso en primer lugar tenemos
que definir el concepto de aparicién libre:

Definicion 2.4 Sea £ un lenguaje formal. Definimos como sigue el conjunto
de variables que aparecen libres en una semiférmula de £:

1. Las variables que aparecen libres en R™¢; - - - t,, son todas las variables que
aparecen en la semiférmula (tanto si son variables libres como ligadas).

2. Las variables que aparecen libres en —« son las mismas que aparecen libres
en o.

3. Las variables que aparecen libres en a V 3 son las que aparecen libres en «
y las que aparecen libres en (.

4. Las variables que aparecen libres en Aua o Vua son las que aparecen
libres en « y son distintas de w.

Similarmente definimos el conjunto de las variables que aparecen ligadas en una
semiférmula de £:

1. En una semiférmula atémica R™¢; - - - t, ninguna variable aparece ligada.

2. Las variables que aparecen ligadas en —« son las mismas que aparecen
ligadas en a.

3. Las variables que aparecen ligadas en o V  son las que aparecen ligadas
en « y las que aparecen ligadas en 3.

4. Las variables que aparecen ligadas en Aua o Vua son u y las que aparecen
ligadas en a.

De acuerdo con estas definiciones, las variables que aparecen ligadas en una
semiférmula son siempre variables ligadas, pero las variables que aparecen libres
pueden ser libres o ligadas.

Llamaremos formulas de £ a las semiférmulas en las que ninguna variable
ligada aparece libre o, equivalentemente, son las semiférmulas en las que las
variables que aparecen libres son libres y las que aparecen ligadas son ligadas.

Si entendemos que las variables que aparecen libres en un semitérmino son
todas las que aparecen en ¢l (y que ninguna variable aparece ligada en un se-
mitérmino), entonces también se cumple que los términos (que hemos definido
como semitérminos sin variables ligadas) son los semitérminos en los que nin-
guna variable ligada aparece libre.
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Notemos que una variable esté libre o ligadaen a A, a > foa <+ [Ssiy
sOlo si lo estd en « 0 en 3.

Llamaremos expresiones a los términos y a las formulas de £. Equivalen-
temente, las expresiones son las semiexpresiones en las que las variables que
aparecen libres son libres y las que aparecen ligadas son ligadas.

Una expresion es abierta si tiene variables libres. En caso contrario es ce-
rrada. Un designador es un término cerrado. Una sentencia es una féormula
cerrada.

Nota Con esto hemos presentado con rigor la idea subyacente a la distinciéon
entre variables libres y ligadas en un lenguaje formal. Por ejemplo, en un
lenguaje dotado de igualador y de un relator €, tenemos que

Nu(u € z — u € y)

es una formula sin més requisito que haber tomado las variables x, y de entre
las variables libres de £ y la variable u entre las variables ligadas. En cambio,
las semiférmulas

uET —uUEY, U € x, u €y,

necesarias para construir recurrentemente la férmula indicada, son ejemplos de
semiférmulas que no son férmulas, pues tienen libre la variable ligada wu.

De este modo, para construir una féormula, partimos de semitérminos con
variables libres y ligadas y los vamos combinando con relatores y otros signos
logicos, pero solo acabamos teniendo una férmula cuando hemos ligado efec-
tivamente con cuantificadores todas las variables ligadas que aparecen en los
semitérminos. L]

Sustitucion de variables por términos Entre las ventajas més inmediatas
de haber establecido la distincién entre variables libres y ligadas de un lenguaje
formal esté la simplificacion de la definicion se sustitucion de una variable libre
por un término en una expresion (comparese con la definicion [LM 1.11] y la
discusion previa):

Definicion 2.5 Sea £ un lenguaje formal. Definimos la sustitucion de una
variable z (libre o ligada) por un término ¢ en una semiexpresion 6 de £ como
la semiexpresion St 60 determinada por las reglas siguientes:

Lsteo= G, Sio

2. Ste=c.

3. SLfrty -ty = frSity - Sit,.
4. SLR™q -+ t, = R"SLt; - Sit,.
5. St—a = -s!a.
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6. St(aVv B)=stavsts.

gt — Nua si x = u,
7. Si\ua {/\usga si x # u.

3. S‘;\/uaz{vua six = u,

Vust a siz#u.

Més simplemente, SL6 no es sino la semiexpresion que resulta quitar cada
aparicion en 6 de la variable x y poner en su lugar todo el término t. Puesto que
las variables de ¢ son todas libres, no cabe la posibilidad de que ninguna de ellas
quede ligada por un cuantificador al introducirla en 6, ya que los cuantificadores
solo ligan variables ligadas. Es claro que S.6 es una expresion si 6 lo es.

A partir de la definicion del conjuntor, etc. se obtiene facilmente que
st(anpB)=slansip, si(a— B)=sla—s.p,

st (a «» B) =SLa <> SLp.
A menudo escribiremos 6(x1, ..., x,) para indicar que
Q(tl,...,tn) = Sill Stzv:Lnggll ngvze’

donde z,...,z, son variables que no estén ni en t1,...,t, ni en #. De este
modo 6(t1,...,t,) no es mas que la expresion que resulta de sustituir cada
variable z; libre en 6 por el término ¢;. En particular, la elecciéon de las variables
auxiliares z; es irrelevante. Solo las consideramos para evitar que si, por ejemplo,
en t,, aparece la variable z,,_1, ésta sea sustituida por ¢,,_1 dentro de t,, cuando
se efectiia la sustitucion de x,,_1 en 6 tras haber sustituido x,, por t,, pero todas
las variables auxiliares acaban desapareciendo.

No hay que entender, salvo que se diga explicitamente, que las variables
libres x1, ..., x, aparezcan en 6, ni que no puedan aparecer en f otras variables
libres distintas de las indicadas. Escribir (x4, ..., z,) simplemente nos indica
qué variables hay que sustituir por ¢1,...,t, para calcular 0(t1,...,t,).

La definicion de modelo de un lenguaje formal dada en [LM 1.2] vale igual-
mente sin cambio alguno, si bien la definicién de denotacion y satisfaccion dada
en [LM 1.7] requiere modificaciones minimas debido a que ahora los signos pri-
mitivos no son los mismos. Terminamos esta seccién con los enunciados co-
rrespondientes en nuestro contexto a los teoremas [LM 1.9] y [LM 1.12], cuyas
demostraciones son esencialmente las mismas:

Teorema 2.6 Si v y w son valoraciones de un lenguaje formal L en un mo-
delo M que coinciden sobre las variables libres de una semiexpresion 0, entonces
si 6 es un semitérmino, M (6)[v] = M(0)[w] y si 6 es una semiférmula, M E 6[v]
syss M E Qw].
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Teorema 2.7 Sea v una valoracion de un lenguaje formal L en un modelo M.
Sea t un término de L, sea 6 una semiexpresion y x una variable (libre o ligada).
Entonces si 6 es un semitérmino

M(SL0)[v] = M(0)[pM D]
y si 0 es una semiférmula
ME S;@[v] syss M E Q[Uy(t)[v]}_

El primero afirma que la interpretacién de una expresion en un modelo res-
pecto de una valoraciéon depende tnicamente de los objetos que la valoracion
asigna a las variables libres en la expresion. La primera parte del segundo dice
que el objeto denotado por St es el objeto denotado por 6 cuando la variable x
se interpreta como el objeto denotado por ¢, mientras que la segunda parte dice
que S0 es satisfecha si y solo si 6 es satisfecha cuando la variable z se interpreta
como el objeto denotado por t.

2.2 El calculo secuencial de primer orden

La definicion de secuente que hemos dado en el capitulo anterior para la
logica proposicional se generaliza literalmente para lenguajes formales de primer
orden:

Definicion 2.8 Si £ es un lenguaje formal, un secuente en £ es una expresion
de la forma I' = A, donde I' y A son dos conjuntos finitos de formulas de £.
El conjunto I' recibe el nombre de antecedente, del secuente mientras que A es
el consecuente.

Todas las consideraciones que hemos hecho tras la definicion 1.4 son validas
en el contexto actual.

A cadasecuente S =1, ...,%vm = d1,...,0, no vacio le asociamos la férmula
S=-7 V-V V6L V-V,

Diremos que un modelo M de £ satisface un secuente S respecto de una valo-
racion v, y lo representaremos por M F S[v], si se cumple M F S[v].

Diremos que S es verdadero en M (y lo representaremos por M E S) si es
satisfecho por toda valoracion, y que es falso si no es satisfecho por ninguna
valoracion. Convenimos en que el secuente vacio no es satisfecho por ninguna
valoracién en ningin modelo, por lo que es falso en todos los modelos.

Observemos que esta definicién es correcta en el sentido de que no depende
del orden en que las férmulas aparecen en el antecedente y el consecuente de S,
pues las formulas S que resultan de cambiar dicho orden (o incluso de introducir
repeticiones) son equivalentes en el sentido de que una es verdadera en un modelo
si y s6lo si lo es cualquier otra.

Asi pues, si I' y A son conjuntos no vacios, tenemos que:
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1. El secuente I' = A es verdadero en un modelo M si el hecho de que todas
las formulas de su antecedente sean satisfechas respecto de una valoracion
en M implica que alguna de las féormulas de su consecuente es satisfecha
también.

2. El secuente = A es verdadero en un modelo M si toda valoracion satisface
alguna de las férmulas de su consecuente.

3. El secuente I' = es verdadero si ninguna valoracion en M satisface todas
las formulas de su antecedente.

4. El secuente = nunca es verdadero en M.

En particular
ME=a siysélosi MFa«a

ME a= siysolosi M F -a.

La interpretacion de un secuente 71, ..., ¥m = d1,...,d, con antecedente y
consecuente no vacios es la misma que la de la féormula

YA A = 6LV -V Gy

Las definiciones 1.5 (calculo secuencial) y 1.7 (“deduccion” y “demostracion”),
que hemos dado en el capitulo anterior para el calculo proposicional, se aplican
literalmente al caso de lenguajes de primer orden:

Definicion 2.9 Un cdlculo secuencial K sobre un lenguaje formal £ esta de-
terminado por un conjunto de secuentes llamados aziomas de K y un nimero
finito de reglas de inferencia primitivas que determinan cuéando un secuente es
consecuencia inmediata de uno o varios secuentes (siempre un nimero finito).

Una deduccion en un calculo secuencial K a partir de un conjunto de secuen-
tes & (llamados premisas de la deducciéon) es un conjunto finito de secuentes
dispuestos en forma de arbol, de modo que hay un tnico secuente en el nivel
inferior (llamado secuente final) y sobre cada secuente S que no sea una premisa
o un axioma de K se encuentran uno o varios secuentes de los cuales S sea con-
secuencia inmediata. Los axiomas y las premisas se llaman secuentes iniciales
de la deduccion.

Una demostracion en K es una deduccién sin premisas.
Usaremos la notacion & |- S para indicar que S es el secuente final de una
K

deduccién en K con premisas en &. En particular, Il—(S indica que S es un
teorema de K.

Veamos ahora un ejemplo de calculo secuencial que “captura” el razona-
miento matemaético en el mismo sentido en que lo hace el sistema deductivo
formal K introducido en [LM] (salvo que, de momento, consideramos el caso
de un lenguaje formal sin igualador). Sus axiomas y reglas de inferencia son
analogos a los de PK, salvo que ahora incluimos dos pares de reglas adiciona-
les para los cuantificadores y hemos suprimido las reglas correspondientes a los
conectores definidos A, — y
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El calculo secuencial LK Dado un lenguaje formal £ (sin igualador), lla-
maremos LK, o simplemente! LK al calculo secuencias cuyos axiomas son los
secuentes de la forma o = «, donde « es una féormula atémica de £, y cuyas
reglas de inferencia primitivas son las siguientes:

Debilitacién izquierda %, Debilitacién derecha %a
I'= A« a,l' = A
Corte TS A )

- izquierda Fa:;iiaA’ ~ derecha %’
. a, I'= A B, I'= A ' Ao p

V izquierda avBT=A o Vderecha s
L. alt), T = A = A a(y)

A izquierda Aua() T = A A derecha L= A Aua(u)’
L. a(y), ' = A I'= A, aft

V izquierda \/u((f()u) oA V derecha r=A Vu(ozzw ’

con la condicién de que, en la regla derecha del generalizador y en la regla

izquierda del particularizador, la variable libre y no aparezca en las férmulas de
'y Anien? Aua(u) o Vua(u).

Usaremos los mismos conceptos de “féormula principal”, “férmula auxiliar”,
“formula colateral”; etc. que hemos introducido en el capitulo anterior. Las reglas
del generalizador y del particularizador se incluyen entre las reglas logicas.

A la variable y de la regla derecha del generalizador y de la regla izquierda
del particularizador, a la que se exige no estar libre salvo en la féormula auxiliar,
se la llama variable propia de la regla.

Reglas de inferencia para los conectores definidos Las reglas de inferen-
cia de los conectores que faltan se pueden demostrar a partir de sus definiciones.
Para facilitar la consulta, en la pagina siguiente las incluimos junto con las reglas
de inferencia primitivas. He aqui las deducciones correspondientes:

La conjuncién la hemos definido como o A 8 = (=« V =3). Por lo tanto:

a, B, = A

5, I'= A -« ' A « ' A B
I'= A, ~a, =4 —a, '= A -6, = A
I'=s A, -~aV-p —aV -6, = A
—(—aV-8), I'=A I'= A ~(-aV -b)

1Las iniciales LK corresponden a “légica clasica” en aleman.
2Aqui hay que entender que a(y) = S} a(u), por lo que, en principio, y podria estar libre
en la formula a(u).
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Reglas de inferencia de LK

epa s = A e e ' A
Debilitacion izquierda ol S A Debilitacion derecha ToAa”
= A« a,l'= A
Corte = A ,
'=A« a,I'= A
o o, '= A I'=s A -a’
Vv a, I'= A B, = A I'=s A o
aVp T'=A ’ I'=sA avp’
A a, B, I'= A F'=Aa I'=A,8
aNp, T'=A" '=sAanp ’
. '=A« B8, I'= A a,I'= A8
a—B T=A = Aa—p7
o a, 3, = A '=A a,p a,l'= A8 5, = A«
aep, I'=A ’ '=sAa+p ’
A a(t), = A I'= Aoy
Aua(u), T = A" I'= A Aualu) ’
V aly), T = A I'= A, at)
Vua(u), T = A’ L= A Vua(u) ’

con la condicion de que, en la regla derecha del generalizador y en la izquierda del
particularizador, la variable propia y no aparezca fuera de la férmula auxiliar.

La implicacion la hemos definido como o — 8 = —a V 3, luego

I'=A, «a a,'=A B
o, = A B8, T'=A I'=s A, -, p
—aVp,T'=A I'= A, -aVp

La coimplicacién es, por definicion, a <> 8 = (a A ) V (—a A =8), luego

'=A a p
a, B, = A -a, 3, T = A
alNB,T'=A —aA-8,T=A
(aANB)V(ran—=p), = A

a=« B8=p
a, I'= Ao 5, I'=A « a, I'= A B B, I'=A,p
I'= A, a, ~« = A a —-p I'= A, 5, ~«a I'= A, 5, -5
I'= A, a, ~aN-3 I'= A, B, ~aN-f
= A anpB, ~aN-p
= A (aApB)V (—aA-p) "
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Por supuesto, las reglas de inferencia de LK no son arbitrarias, sino que
estan elegidas de modo que se cumpla la versién correspondiente del teorema
de correccion:

Teorema 2.10 (de correccion) Si M es un modelo de un lenguaje formal £,
S es un conjunto de secuentes verdaderos en M y GLI—K S, entonces S también
es verdadero en M.

DEMOSTRACION: Es obvio que todos los axiomas de LK son verdaderos
en cualquier modelo M, luego basta comprobar que si los secuentes superiores
de una regla de inferencia de LK son verdaderos en M, el secuente inferior
también lo es. La prueba para todas las reglas de inferencia distintas de las
de los cuantificadores es practicamente la misma que la dada en la prueba del
teorema 1.6. Vamos a ver que el resultado también es cierto para las cuatro
reglas de los cuantificadores.

Pongamos que T’ consta de ~1,...,%m v A de d1,...,0, (sin excluir que
puedan ser conjuntos vacios). Fijemos una valoracion v en M.

Para la regla izquierda del particularizador, si el secuente superior es verda-
dero en M, tenemos que

ME (ma(t) V-9V V=9 Vi V-V, v,
luego, o bien M E —a(t)[v], o bien
ME (v V-V oym VI V- V)l
El primer caso, por el teorema 2.7, equivale a M F ﬂa(u)[vi\l(t)[v]], o también
a que no se cumple M a(u)[viw(t)[”]}. Esto implica a su vez que no se cumple

M E Au a(u)[vfy(t)[v]], o también a que se cumpla M F =/A\u a(u)[viw(t)[”]}, que
por 2.6 equivale a M F Aua(u)[v]. Por consiguiente, se cumple

ME (=Aua(u) V =y VeV oy, VoL VeV 6, o),

luego el secuente inferior es verdadero en M.
Si el secuente superior de la regla derecha es verdadero en M, tenemos que,
para toda valoracion w,
MEN =1V VY, Vo V- Vi, Va(y)w.
a

Si M F ~Aua(u)[v], entonces existe un a en M tal que M F —a(u)[v?] y,

llamando w = vgy, el teorema 2.7 nos da que

M E =a(y)w] syss Mk —a(u)wy®],

pero wi® =y que coincide con v? salvo a lo sumo en y, que no esté en a(u),
luego por el teorema 2.6 tenemos que se cumple M E —a(y)[w], luego, por la
hipotesis sobre el secuente superior, tiene que ser

ME (= Vo Vg V8 V-V 6y [wl].
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Pero w coincide con v salvo a lo sumo en las variables u, y, ninguna de las cuales
esté libre en las formulas de I' y A (la variable u porque es ligada, y la variable
y por la hipotesis de la regla). Aplicando de nuevo 2.6 llegamos a que

M E (_"Yl \VERE \/—Vym\/(sl \/"'\/5n)[v]a
y esto bajo la hipotesis de que M F —/\ua(u)[v], luego en general,
ME (= V- V=9, V& V-V, V Aua(u))v],

luego el secuente inferior es verdadero en M.

En el caso del generalizador, si el secuente superior de la regla izquierda es
verdadero en M, tenemos que, para toda valoracion w,

ME (—ma(y) V-1 V-V yn Vo1 V-V d,)w].

Si M E Vua(u)[v], entonces existe un a en M tal que M F a(u)[v?] vy,
llamando w = vyy, el teorema 2.7 nos da que
M E a(y)[w] syss M E a(u)[w?®)],

pero w™®) = w que coincide con v® salvo a lo sumo en y, que no esté en a(u),
luego por el teorema 2.6 tenemos que se cumple M F «(y)[w], luego, por la
hipoétesis sobre el secuente superior, tiene que ser

ME (v V- Voyn VI V-V, wl.

Pero w coincide con v salvo a lo sumo en las variables u, y, ninguna de las cuales
estd libre en las formulas de I' y A (la variable u porque es ligada, y la variable
y por la hipotesis de la regla). Aplicando de nuevo 2.6 llegamos a que

ME (=1 VeV =y V6 V-V 6,)[0],
y esto bajo la hipotesis M F Vu a(u)[v], luego en general,
ME (=Vua(u)V-y V-V =y, VI V- V6, v,

luego el secuente inferior es verdadero en M.

Si el secuente superior de la regla derecha es verdadero en M, tenemos que
ME(=y1 V- Vayy, VoL V-V, Vat)vl],
que por 2.7 equivale a
ME (= V- V=9 VoL V-V 6, Voa(u) MO,
A su vez, esto implica que
ME (=1 V-V Vo V-V, VVua(u))vl,

luego el secuente inferior es verdadero en M. L]



2.2. El calculo secuencial de primer orden 31

Nota Observemos que la regla izquierda del particularizador no cumpliria el
teorema anterior si no exigiéramos que la variable propia no esté libreen I' y A
ni en \/u a(u). Por ejemplo, si tomamos a(u) = u # y, con lo que a(y) =y # v,
el secuente

YFYy=y#y

es verdadero en cualquier modelo, pero al aplicar la “regla” obtenemos

Vuu#y=y#y,

que es falso en cualquier modelo en que el igualador se interprete como la iden-
tidad y haya méas de un objeto en su universo. El “fallo” esta en que la variable
propia y esta libre en a(u).

Similarmente, si tomamos o (u) = u = z, con lo que a(y) = y = z, el secuente
Yy=z=>y==z
es verdadero en cualquier modelo, pero al aplicar la “regla” resulta
Vuu=2z2=1y=z,

que no es verdadero en modelos en los que el igualador se interprete como la
identidad y haya méas de un objeto en su universo, y ahora el “fallo” es que la
variable propia y esté libre en el consecuente. Es facil poner ejemplos similares
para la regla derecha del generalizador. m

Aunque hemos tomado tnicamente como axiomas los secuentes de la forma
a = « donde « es una férmula atémica, en realidad todos los secuentes de esta
forma son teoremas, aunque a no sea atoémica:

Teorema 2.11 Si a es cualquier férmula de un lenguaje formal L, entonces
a = a es un teorema de LK.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre la longitud de . Si « es
una féormula atémica entonces o = a es un axioma de LK, luego es su propia
demostracion. Si o = =3 y el resultado es cierto para (3, entonces basta aplicar
las reglas del negador:

B=5
-5, 8=
8= -p

y encadenar esta sucesiéon con una demostraciéon de g = .

Sia =V vy el resultado es cierto para 8 y -y, razonamos asi:

=5 Y=
B=Br =87
BVy=5,7v
BVy=pBVy
donde hemos usado (de abajo hacia arriba) las dos reglas del disyuntor y luego

las de debilitacion. Luego la demostracion se prolonga con demostraciones res-
pectivas de los dos secuentes indicados, que existen por hipdtesis de induccion.
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Si a = Aup(u) e y es una variable libre que no esté en 3, podemos aplicar
la hipotesis de induccién a la formula S(y), cuya longitud es la misma que la de
la semiformula 8(u), que a su vez es menor que la de a. Por lo tanto, podemos

razonar asf: B(y) = By)
AuB(u) = B(y)
AuB(u) = NuB(u)

Si a = VuB(u) e y es una variable libre que no esté en /3, entonces podemos
aplicar la hipotesis de induccién a la formula 5(y), cuya longitud es la misma
que la de la semiformula 8(u), que a su vez es menor que la de . Por lo tanto,
podemos razonar asi:

Bly) = B(y)
B(y) = VuB(u)
VuB(u) = Vu B(u) .

Ejemplo Veamos una demostracion del secuente:

= Vu(Ru — Av Rv),

que puede interpretarse como que existe alguien que, si viviré hasta los 100 anos,
entonces todos viviremos hasta los 100 anos. La idea de la prueba es distinguir
dos casos, correspondientes a los secuentes

-Vv-Rv = Vu(Ru — A\v Rv), Vv=Rv = Vu(Ru — Av Rv),

es decir, o bien todos vamos a vivir hasta los 100 anos o existe alguien que no
va a vivir hasta los 100 anos. El primero de estos dos secuentes es equivalente
al que resulta de pasar el antecedente al consecuente eliminando el negador. Asi
tenemos los dos secuentes del pentultimo paso de la demostracion, con lo que la
regla de corte nos da la conclusion.

Ry = Ry
Rx, Ry = Ry Ry = Ry
Rx = Ry, Ry Ry = Ry, NvRv
Rx = Ry, Vv—-Rv -Ry, Ry = N\vRv
Rz = NvRv, Vv—Rv -Ry = Ry = N\vRv
= Rz — NvRv, Vv—-Rv -Ry = Vu(Ru — Av Rv)

= Vu(Ru — \v Rv), Vv-Rv Vv—=Rv = Vu(Ru — \v Rv)
= \/u(Ru = Av Rv)

A partir de estos dos secuentes, la prueba se construye mecanicamente “de
abajo hacia arriba”. En la rama izquierda eliminamos el particularizador con la
regla derecha del particularizador, luego eliminamos el implicador con su regla
izquierda, luego eliminamos el generalizador, a continuacion el particularizador,
luego el negador y asi llegamos a un secuente con una féormula repetida, luego
por debilitaciéon lo reducimos a un axioma. Notemos que es esencial eliminar
primero el generalizador y luego el particularizador, pues la regla derecha del
generalizador requiere que la variable propia y no esté libre en ninguna otra
formula. La rama derecha se construye analogamente. ]
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Variantes Exactamente igual que en el caso del calculo proposicional, pode-
mos ver que las reglas del disyuntor® y la de corte pueden sustituirse por las
variantes siguientes en la definiciéon de LK:

a,I'= A B, TV = A’ I's A « = A3
aVB T, I"=AA" 7 T=Aavp’ T=AaVvVp’

= A « a, IV = A/
I, = A, A ’ .

2.3 El calculo secuencial con igualador

Para tratar con el igualador s6lo necesitamos anadir algunos axiomas al
calculo secuencial:

Definicién 2.12 Si £ es un lenguaje formal con igualador, llamaremos LK; al
calculo secuencial que resulta de anadir a LK los axiomas del igualador, que son
todos los secuentes de la forma:

I1. = t=t.
12. ty =¢),...,tn =t = [ty t, = ft)--- ).
3. ty =t),...,tn =t,, R -+ t, = Rt} - - t.

Es claro que estos secuentes son verdaderos en todo modelo de £, por lo
que el teorema de correccion 2.10 es valido también para LK; (considerando
ahora modelos de £ en los que el igualador se interpreta necesariamente como
la identidad).

Veamos unas consecuencias inmediatas de estos axiomas:

Teorema 2.13 Si £ es un lenguaje formal con igualador, los secuentes siguien-
tes son teoremas de LK;:

REFLEXIVIDAD DE = =t=1t
SIMETRIA DE = ti1 =ty =ty =11
TRANSITIVIDAD DE = t1 =12, 10 =13 =11 =13

3También podemos probar las variantes siguientes de las reglas del conjuntor, aunque tienen
menos interés en este contexto, porque las reglas del conjuntor no forman parte de la definicion
de LK:

a, I'= A B, I'=A ' A« "= A B
aAB IT=A"' aAB T=A" T,TV=>A A, arB
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DEMOSTRACION: Los secuentes que expresan la reflexividad son axiomas.
Para la simetria observamos que el secuente

L=t ti=t,th=t1=ta=1t
es un axioma de tipo I3, por lo que

=1t =1
ty=ts =t =%, =1 t1=t1,t1 =t =t =1
t1:t2:>t2:t1

La transitividad se prueba de forma similar, considerando el axioma

t1 =11, =13, 61 =12 = t1 = 3.
n

Como en el caso del teorema 2.11, a partir de estos axiomas pueden probarse
versiones mas generales:

Teorema 2.14 Sia(zq,...,xk) es una formula de £ yt(xq,...,x), S1,. .., Sk,
t1,...,tx son términos, los secuentes siguientes son teoremas de LK;:
I1. =t=t.

12. 51 :tl,...,sk:tkét(sl,...7sk):t(tl,...,tk).
13. 51 =t1,...,8K = tg, a(s1,...,88) = afty,...,tg).

DEMOSTRACION: Los secuentes de tipo I1. son axiomas de LK;. Demostra-
mos 2. por inducciéon sobre la longitud del término ¢. Si es una variable z; el
secuente es

S1=11,...,8k =t = s; = t;,

que se demuestra a partir del axioma s; = t; = s; = t; mediante las reglas de
debilitaciéon. Si t es una constante ¢, entonces el secuente es

§1=11,...,8, =t =>c=c,

y se demuestra por debilitacion a partir del axioma = c=c¢. Sit = f1---T,
por hipoétesis de induccién podemos probar los secuentes

s1=11,...,8k =1 jﬂ(sla"'ask) :E(thvtk)
Por otra parte, el secuente siguiente es un axioma de tipo 12:
Ti(s;) = Ta(t)), -, Tn(s;) = Tu(t;) = t(s;) = t(t;),

donde abreviamos T;(s;) = T1(s1,. .., sx). Cortando este secuente con el prece-
dente para ¢ = 1 (usando la variante mas general de la regla de corte) obtenemos

s1="t1,..., 5k = ti, Ta(sj) = Ta(tj), ..., Ta(s;) = Tn(t;) = t(s;) = t(t;).
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Similarmente, vamos cortando con los secuentes que tenemos por hipdtesis de
induccién para ¢ = 2,...,n y llegamos a

s1="11,...,5, =t = t(s;) = t(t;).

Similarmente, probamos I3. por induccién sobre la longitud de a. En el caso
en que o = RTy --- T, el secuente siguiente es un axioma:

Ti(s;) = Tu(ts), - - - Tu(ss) = Tu(ty), a(s;) = aflt;)
y, por el apartado anterior, los secuentes siguientes son teoremas:
S1=1t1,...,8, =1 = Ti(Sj) = Tl(t])

Como en el apartado anterior, podemos ir cortando las formulas T;(s;) = T;(t;)
hasta obtener el secuente

s1=1t1,...,5 = ti, a(sj) = alt;).
Si a = =, razonamos como sigue:
ti =51, tn = sk, B(t:i) = B(s:)

$1=11,...,8, = tg, B(t:;) = B(si)
$1="11,...,5, = tg, a(s;) = a(t;)

donde en el primer paso hemos cortado con los teoremas s; =t; = t; = s; y en
el segundo hemos usado las reglas del negador.

Supongamos ahora que o = 8V v y que 8 y v cumplen el teorema. Con-
cluimos asi:

si = ti, B(si) = B(t:) si = ti, y(s:) = ()
si = t;, B(s;) = B(ts), 7(t:) si = ti, y(s:) = B(ti), v(t:)
51 =11, 8k = by, B(si) V(si) = B(ti), v(ti)
§1=1t1,..., 8k = tr, B(ss) V v(ss) = B(ti) V y(t:)

Si o = AupB(u,z1,...,21), tomamos una variable libre 3 que no esté en «
ni en ninguno de los términos s;, t;. Aplicamos la hipotesis de induccion a la
formula 5(y, z1, ..., zk)

s1=t1,...,5 =tr, By,8:) = By, ;)
81 ="t1,...,8, = tr, NuB(u,s;) = B(y,t;)
81 =11, 88 = t, NupB(u,s;) = Aup(u,t;)

Observemos que para pasar del segundo secuente al tercero necesitamos que u
no esté libre fuera de la férmula auxiliar, como es el caso.

Si a = VupB(u,z1,...,7;) razonamos analogamente, solo que en este caso
tenemos que aplicar primero la regla derecha del particularizador y en segundo
lugar la regla izquieerda. m
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Ejemplo Como ilustracién vamos a demostrar el secuente
Avvw((uv)w = u(vw)) = Auvw(u | v Av | w — u | w),

que se corresponde con la demostracion que en la pagina vii hemos formalizado
en el sistema deductivo formal K descrito en [LM]. Aqui hay que entender que
z|y=Vuy = zu.

Notemos que hemos cambiado los nombres a las variables para distinguir
entre variables libres y ligadas.?

NAvvw((uwv)w = u(vw)) = (xz')y’ = z(2'y’) y=uzx',z=yy = z=(az')y

Avow((uv)w = u(vw)), y = 2, z = yy’ = 2z = (x2')y/, (xz’)y’ = z(zy)

Avwvw((uwv)w = u(vw)), y = za’, 2 = yy’ = 2 = 2(2'y)

Avvw((uwv)w = u(vw)), y = za’, 2 = yy’ = Vuz = zu

Avvw((uv)w = u(vw)), Vuy = zu, Vuz = yu = Vuz = zu

Avvw((uv)w = u(vw)), z [y Ay |z2=2 | 2

Avvw((w)w = u(vw)) =z [y Aylz =]z

Avvw((uv)w = u(vw)) = Avvw(u [v Av|[w — u | w)

En general, en ejemplos sencillos como éste, en los que podemos permitirnos
el lujo de razonar “formalmente”, es decir, sin considerar el significado de las
formulas involucradas, las demostraciones hay que planearlas “de abajo hacia
arriba”. Asi, lo primero que hacemos es quitar los cuantificadores de la con-
clusion, lo cual es legitimo porque en el penultimo secuente es posible aplicar
tres veces la regla derecha del generalizador, ya que las variables propias que se
cuantifican no estan libres en ninguna otra férmula.

A continuaciéon pasamos la hipotesis de la implicacion al antecedente del
secuente, lo cual puede considerarse como lo anélogo a tomarla como premisa.

A continuacién eliminamos el conjuntor y aprovechamos para sustituir cada
formula de divisibilidad por su definicién, lo cual técnicamente no es ningun
cambio. Estamos aludiendo a las mismas férmulas con otros nombres.

A continuacién eliminamos los particularizadores del antecedente. Notemos
que las normas de LK nos obligan a dejar dos variables libres distintas =’ e 1/,
pues de lo contrario no serfa licito usar la regla izquierda del particularizador,
ya que la variable x’ estaria libre en otra féormula.

A continuacion eliminamos el particularizador del consecuente. Podriamos
haber puesto cualquier variable, pero si queremos dejar un término que estemos
en condiciones de probar que cumple la férmula correspondiente, ese término
tiene que ser 2’y’ (en este punto no tenemos mas remedio que olvidar el forma-
lismo y pararnos a entender qué estamos haciendo realmente).

Ahora observamos que, en realidad, las dos igualdades del antecedente nos
permitiran probar la igualdad z = (za’)y’, y necesitaremos la propiedad asocia-
tiva que estamos tomando como premisa para probar que esta expresion coincide

4Para incluir esta distinciéon en K basta modificar la regla de introduccién del generali-
zador, que en lugar de establecer que de a se deduce Az a, debe establecer que de a(z) se
deduce Au a(u).
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con la que necesitamos. Por ello descomponemos la igualdad en las dos igual-
dades correspondientes. El paso del segundo al tercer secuente esta justificado
por la transitividad de la igualdad.

Por dltimo, el segundo secuente se puede obtener mezclando los dos se-
cuentes de la primera linea. El primero se justifica por tres eliminaciones del
generalizador y el segundo por el tercer apartado del teorema 2.14, tomando

aly) =z =yy. -

2.4 El teorema de completitud

En esta seccion demostraremos la version para la loégica de primer orden del
teorema de completitud 1.11. Hemos visto que el calculo secuencial es correcto,
es decir, que todos los secuentes deducibles de un conjunto de premisas dadas
seran verdaderos en todos los modelos en los que sean verdaderas las premisas,
y ahora tenemos que probar que LK y LK; son completos, lo que significa que
si un secuente S no puede deducirse de unas premisas, ello no puede atribuirse
a que falten axiomas o reglas de inferencia, sino que en tal caso necesariamente
hay un modelo en el que las premisas son verdaderas pero S no lo es, por lo que
S no debe poder deducirse.

La conclusién es que la capacidad deductiva de LK; es exactamente la misma
que la de un matematico: un matemaético puede deducir algo de unos axiomas
si y solo si dicha deducciéon puede formalizarse en LK;. Como esto también vale
para el calculo deductivo K estudiado en [LM], indirectamente concluimos que
una formula « es deducible de unas premisas en K si y solo si el secuente = «
es deducible en LK; de los secuentes correspondientes a las premisas. La prueba
de este hecho a través del teorema de completitud no es constructiva, asi que
en la seccién 2.7 lo probaremos explicitamente.

Deduciremos el teorema de completitud seméantica para LK de la version
siguiente del teorema de compacidad:

Teorema 2.15 Sea IT un conjunto tal vez infinito de sentencias de un lenguaje
formal £ sin igualador y sea I' = A un secuente en L que es verdadero en todos
los modelos de I1. Entonces existe un conjunto finito Ily de sentencias de 11 tal
que el secuente Iy, I' = A es demostrable en LK con una demostracion que no
usa la regla de corte.

En particular, tomando II como el conjunto vacio, obtenemos una forma
débil del teorema de completitud de LK:

Teorema 2.16 SiI' = A es un secuente verdadero en todos los modelos de un
lenguagje formal sin igualador, entonces admite una demostracion en LK en la
que no se usa la regla de corte.

Esto no es suficiente, pues no nos asegura que en LK sea posible extraer todas
las consecuencias logicas de un conjunto de premisas dado. Esto lo probamos
en el teorema siguiente:
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Teorema 2.17 (de completitud semantica de LK) Si & es un conjunto
de secuentes de un lenguaje L sin igualador y I' = A es un secuente verdadero
en todo modelo de L en el que sean verdaderos los secuentes de &, entonces
(G] Ll;(l“ = A.

DEMOSTRACION: Recordemos que a cada secuente no vacio
S=7, .y Ym = 01,...,0,

le hemos asociado la féormula

S=-71V- VY V& V-V,

Llamaremos /S a su clausura universal, es decir, la sentencia que resulta de
ligar todas las variables libres en S mediante cuantificadores universales. Ast,
un secuente S es valido en un modelo M siy sélosi M E S, siysélosi M E AS.

Aplicamos el teorema 2.15 tomando como II el conjunto de las sentencias A S,
donde S recorre los secuentes de &. Es claro que se cumplen las hipotesis, luego
existe un conjunto finito Si,...,.5, de secuentes en & de modo que

Ll_K/\Sl’”.’/\SIﬁP = A.
Aplicando la regla izquierda del conjuntor obtenemos

L}_K/\Sl/\-~-/\/\5k,].—‘:>A.

Por otra parte, aplicando repetidamente las reglas derechas del negador y
del disyuntor obtenemos que .S; LI—K = 5;, aplicando la regla derecha del genera-

lizador S; LFK = AS; y, a su vez, por la regla derecha del conjuntor,
Sk = ASi A ANAS.
LK

Debilitamos este secuente anadiendo I' y A y finalmente la regla de corte nos
da que GL}—KF:>A. n

De aqui deducimos a su vez la completitud de LK;:

Teorema 2.18 (de completitud del calculo secuencial) Si & es un con-
junto de secuentes de un lenguaje L con igualador y I' = A es un secuente
verdadero en todo modelo de £ en el que sean verdaderos los secuentes de S,
entonces G L}%. = A.

DEMOSTRACION: Sea M un modelo de £ considerado como modelo de un
lenguaje sin igualador (es decir, sin exigir que el igualador se interprete como
la relacion de identidad) en el que sean verdaderos los secuentes de & U &;
(recordemos que G; es el conjunto de los axiomas del igualador).



2.4. El teorema de completitud 39

El teorema 2.13 nos da que en LK; se demuestran los secuentes siguientes:
=T =0, Tr=Yy—y=7x, >Y=TcNy=z—>2 =2

Equivalentemente, estos secuentes se deducen de &; en LK, luego son verda-
deros en M, lo cual equivale a que los consecuentes son verdaderos en M, lo que
nos da que la relacion M (=) es una relacion de equivalencia en el universo de M.
La representaremos por ~. Sea M el conjunto de las clases de equivalencia.

Si f es un funtor n-adico de £, el secuente
L1 =Y1y---3Tn = Yn :}fxl...xn:fyl...yn

esta en el conjunto &;, luego es verdadero en M, y esto se traduce en que si
ai,...,0n,b1,...,b, son objetos de M con a; ~ b;, entonces

M(f)(a,...,an) ~ M(f)(b1,...,bn),
luego podemos definir en M la funcion
M(f)([a1]-- - [an]) = [M(f) (a1, .- - an))]

sin que dependa de la eleccién de los representantes de las clases de equivalencia.
Igualmente, si R es un relator n-adico, el secuente

1 =1y /\.../\l‘n:yT“ Rxlzanylyn
estd en G, luego es verdadero en M, y esto implica que
M(R)(ay,...,a,) siysolosi M(R)(bi,...,bn),
por lo que podemos definir la relaciéon en M dada por
M(R)([a1],--.,[an]) siysolosi M(R)(ay,...,a,),

sin que importe tampoco la eleccién de los representantes de las clases de equi-
valencia.
Si ademas, para cada constante ¢ de £, definimos M(c) = [M(c)], tenemos
que M es un modelo de £ en el que el igualador se interpreta como la identidad.
Si v es una valoracion en M y 9(z) = [v(x)], una simple induccién sobre la
longitud de un semitérmino ¢ prueba que

M(t)[o] = [M(®)[v],
y a su vez, una induccion sobre la longitud de una semiférmula « prueba que
ME alv] siysolosi M FE afvl.

De aqui se sigue a su vez que M E « syss M F «. Esto implica que un
secuente es verdadero en M si y solo si lo es en M.
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Por lo tanto, M es un modelo de £ (como lenguaje con igualador) en el
que son verdaderos todos los secuentes de &, luego por hipotesis I' = A es
verdadero en M, luego también en M.

Con esto hemos probado que este secuente es verdadero en todos los modelos
de £ (como lenguaje sin igualador) en los que son verdaderos los secuentes de
G UG, luego el teorema anterior nos permite concluir que I' = A es deducible
en LK tomando como premisas los secuentes de G U &;, y esto es tanto como
decir que es deducible en LK; tomando como premisas los secuentes de S. =

La prueba del teorema 2.15 se basa en la misma idea que hemos empleado
para demostrar el teorema 1.9. En ella partiamos del secuente que queriamos
demostrar e ibamos construyendo un arbol aplicando las reglas de inferencia
logicas a las formulas no atomicas y asi, cuando ya todas las formulas eran
atémicas, o bien habiamos completado una demostracion, cualquiera de sus
nodos terminales que no fuera un axioma nos daba una valoracién respecto a la
que las premisas eran verdaderas, pero la pretendida conclusion era falsa.

Ahora haremos algo parecido, pero, si fallamos en nuestro intento de cons-
truir una demostraciéon, lo que obtendremos serd un arbol infinito y una de
sus ramas determinaréd un modelo en el que las premisas son verdaderas y la
pretendida conclusion es falsa.

DEMOSTRACION (de 2.15): Es facil construir explicitamente una enumera-
cion (ay, t,) de todos los pares formados por una férmula y un término de £,
de modo que cada par (a,t) aparezca infinitas veces en la sucesion.

Vamos a construir una sucesiéon D,, de aproximaciones a una demostracion
del secuente I' = A, de modo que cada D, serd un arbol de secuentes que
cumpla la definicién de demostracion (sin admitir la regla de corte) salvo por
el hecho de que los secuentes iniciales no tienen por qué ser axiomas, y cuyo
secuente final seré de la forma IT,,, ' = A, donde II,, es un subconjunto finito
de II.

En cada arbol D,, llamaremos secuentes activos a los secuentes iniciales
en los que no haya una misma férmula tanto en el antecedente como en el
consecuente. Es claro que si llegamos a un arbol D,, sin secuentes activos, todos
sus secuentes iniciales pueden prolongarse hasta secuentes a = « mediante
las reglas de debilitacion, y éstos hasta axiomas en virtud del teorema 2.11 (en
cuya prueba no se usa la regla de corte), luego podremos afirmar que el secuente
IT,,, ' = A es demostrable sin cortes.

Nuestra estrategia consistird en ir construyendo la demostracién “de abajo
hacia arriba”, asi que tomamos como Dy el arbol formado tnicamente por el
secuente I' = A. Supuesto construido D,,, si tiene al menos un secuente activo,
obtenemos el arbol D,,;; aplicando el proceso siguiente:

1. Si a,, esta en II, cambiamos cada secuente IV = A’ del arbol D,, por
an, I = A’. Es inmediato que si en D,, cada secuente era consecuencia
inmediata (sin cortes) de los secuentes inmediatamente superiores, esto
sigue siendo cierto tras anadir o, pues es claro que todas las reglas de in-
ferencia primitivas siguen siéndolo cuando se afiade una misma sentencia



2.4. El teorema de completitud 41

colateral a todos sus secuentes. (Notemos que si anadiéramos una for-
mula con variables libres podrian invalidarse las aplicaciones de la regla
izquierda del particularizador o de la regla derecha del generalizador a
causa de la restriccion sobre la variable propia.)

2. Si au, es una férmula atémica o no aparece en ningin secuente activo, el
proceso termina y el arbol (tal vez modificado en el paso anterior) es por
definicion D, 1. A partir de aqui suponemos, pues, que a,, no es atémica
y que aparece en algin secuente activo de D,,. Esto nos lleva a distinguir
cuatro casos:

(a) Si a,, = =0 prolongamos los secuentes activos que la contienen me-
diante las reglas de negacién:

_'ﬁv F,:>A/vﬁ 57 F/:A/a _‘ﬁ
-8, I = A’ "= A’ -j

Notemos que las reglas de negaciéon no impiden que la féormula que
se pasa al miembro opuesto esté ya en dicho miembro como formula
colateral, y ése es el caso que estamos considerando aqui.

(b) Si @, = B V v prolongamos como sigue los secuentes activos que la
contienen:

B,BVy, I'=A"  ~ BVvy, "= A" T'= A, 8V, B,y
BV, T = A "= A, BV~

(c) Si a,, = AuB(u) prolongamos asi los secuentes activos que la contie-
nen:

AuB(u), B(tn), T! = A I = A, B(y), Nup(u)
AuB(u), T7 = A’ "= A, Aup(u)

donde y es cualquier variable libre que no haya aparecido hasta el
momento en el drbol de secuentes, lo que la convierte en una variable
propia aceptable para la regla.

(d) Si o, = Vu B(u) prolongamos asi los secuentes activos que la contie-
nen:

VupB(u), By), T/ = A’ I = A B(t,), VuB(u)
VupB(u), I7 = A’ "= A", VupB(u)

donde y es cualquier variable libre que no haya aparecido hasta el
momento en el arbol de secuentes.

Como ya hemos explicado, si llegamos a un arbol D,, sin secuentes activos,
podemos concluir que el secuente I1,,, I' = A es demostrable. Ahora suponemos
que el proceso no concluye nunca y vamos a construir un modelo de IT en el que
I' = A no sea verdadero.
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En este punto conviene precisar el concepto de drbol que venimos manejando,
puesto que vamos a pasar de considerar drboles finitos a considerar drboles infini-
tos. Llamaremos drbol a un conjunto parcialmente ordenado, a cuyos elementos
llamaremos nodos, que tiene un minimo elemento (llamado raiz) y de modo que
los nodos anteriores a uno dado son un conjunto finito totalmente ordenado. El
arbol es finitamente ramificado si cada nodo tiene un nimero finito de nodos
inmediatamente posteriores. El nimero de nodos menores que un nodo dado es
su altura. Si el arbol tiene un ntmero finito de nodos, podemos definir su altura
como la mayor altura de uno de sus nodos.

Los arboles D,, que hemos construido son arboles en este sentido general
cuyos nodos son secuentes. Mas concretamente, son arboles finitos y finitamente
ramificados (cada nodo tiene a lo sumo dos nodos inmediatamente posteriores).

Observemos que, segtn el proceso de construccién, cada arbol D,, ;1 se ob-
tiene de D,, o bien dejandolo invariante, o bien anadiendo una sentencia a todos
los antecedentes de sus secuentes y/o prolongando algunos secuentes activos.

Hay un caso excepcional, a saber, cuando II es vacio y el secuente I' = A
s6lo contiene formulas atéomicas. Es claro que entonces el drbol inicial Dy nunca
sufre modificaciones y todos los arboles D,, son iguales a I' = A.

Si el secuente de partida contiene féormulas no atémicas, puesto que ninguno
de los pasos del procedimiento elimina férmulas de los secuentes, resulta que
los secuentes iniciales de cada arbol D,, siempre contienen férmulas no atémicas
y, si son activos, tarde o temprano son prolongados. Lo mismo sucede si II
no es vacio, pues cualquiera de sus sentencias acaba figurando en todos los
antecedentes de todos los secuentes de algin arbol D,, y, como las sentencias no
pueden ser atémicas, cada secuente activo termina también siendo prolongado.

En definitiva, salvo en el caso excepcional, todo secuente activo de cada
arbol D,, acaba siendo prolongado, luego en el proceso de construcciéon de los
arboles D,, nunca dejan de producirse prolongaciones. Es claro entonces que
la altura de los arboles D,, crece indefinidamente, pues, dado un D, s6lo es
posible realizar un nimero finito de prolongaciones sin aumentar la altura del
arbol y, como el naumero de prolongaciones es infinito, tarde o temprano se pasa
a otro arbol de altura mayor.

Asi pues, siempre salvo en el caso excepcional, a partir de la sucesiéon de
arboles D,, podemos construir un arbol D formado por expresiones de la forma
II, TV = A/, que no seran secuentes si II es infinito (porque los antecedentes
contendran infinitas férmulas, pero podemos referirnos a ellos como secuentes
generalizados). Claramente D seguira siendo finitamente ramificado (cada nodo
seguird teniendo a lo sumo dos extensiones inmediatas), pero su altura sera
infinita, en el sentido de que tendra nodos de altura arbitrariamente grande.

En este punto de la prueba recurrimos a un ingrediente esencial:

Teorema de Konig Un drbol finitamente ramificado de altura infi-
nita tiene necesariamente una rama infinita, es decir, una sucesion
infinita de nodos del drbol cada uno de los cuales estd inmediata-
mente por encima del anterior.
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El teorema de Konig es elemental: Para cada nodo a de un arbol finitamente
ramificado A, el conjunto A, de los nodos mayores o iguales que a es también
un arbol finitamente ramificado.

Ahora observamos que si by, . . ., b, son los sucesores inmediatos de un nodo a
y el arbol A, tiene altura infinita, entonces algin A, tiene altura infinita, pues
si todos tuvieran altura finita, entonces la altura de A, seria una unidad mayor
que la mayor de sus alturas.

Asi pues, si ag es la raiz de A, como el arbol A,, tiene altura infinita, existe
una prolongacion inmediata a; de ag tal que el arbol A,, también tiene altura
infinita, luego existe una prolongaciéon inmediata as de a; tal que A,, también
tiene altura infinita, y de este modo construimos una rama ag, ay, as, . . -

Volviendo a nuestra prueba, salvo en el caso excepcional, tenemos una suce-
sion infinita de secuentes generalizados que forman una rama en el arbol D.

Mas precisamente, cada D,, tiene un unico secuente activo S, =I',, = A,
tal que el secuente generalizado S} = II, I', = A,, es uno de los que forman
la rama. Con esta notaciéon la sucesion Sj,ST,... es creciente y enumera la
rama,® pero no tiene por qué ser estrictamente creciente, pues puede tener
varios términos consecutivos iguales (méas concretamente, si en el paso de D,
a D, 41 no se anade ninguna férmula de II y S, no estd entre los nodos que
se prolongan, tendremos que Sy, = S;). En el caso excepcional tomamos
Sy =T = A para todo n.

Definimos un modelo M de £ tomando como universo los términos de £. La
interpretacion de una constante es ella misma, es decir, M (c) = ¢, la interpreta-
cion de un funtor f es la funcion dada por M (f)(t1,...,t,) = ft1---t, y lainter-
pretaciéon de un relator R es la relacion segun la cual se cumple M (R)(t1, ..., ty)
si y solo si la formula Rty ---t, esté en el antecedente de uno de los secuentes
generalizados S;. En el caso excepcional esto se reduce a que Rty ---t, esté
en I'. Fijamos la valoracion en M dada por v(z) = z. Esto implica claramente
que M (t)[v] =t para todo término t.

Basta probar que si una féormula « figura en un antecedente (resp. conse-
cuente) de uno de los secuentes generalizados S}, entonces M F afv] (resp.
M E —afv]). Esto implica que M E II (puesto que las formulas de IT no tienen
variables libres, luego si son satisfechas respecto de v es que son verdaderas) y
que S =TI = A no es verdadero en M, pues no M F S[U], luego no M E S.

5Conviene observar que tanto el arbol D como la rama infinita que tomamos pueden ser
definidos sin ambigiiedad alguna, aunque en general no pueden ser calculados en la practica.
En efecto, podemos definir explicitamente las enumeraciones que hemos usado para construir
la sucesion de pares (an,tn) que usamos en la construccion, lo cual determina completamente
los arboles D,,, todos los cuales pueden ser construidos en la practica. Estos determinan com-
pletamente al arbol D y la definicién de la rama de secuentes generalizados puede precisarse
especificando que, cuando un secuente tiene dos prolongaciones inmediatas (lo cual significa
que se ha obtenido mediante la regla izquierda del disyuntor) y ambas son la base de un arbol
de altura infinita, entonces tomamos concretamente la prolongacién de la izquierda. Esto
determina univocamente la rama, aunque no podemos calcularla en la practica porque para
ello necesitariamos saber si los dos secuentes generalizados que estan por encima se van a
ramificar infinitamente o no.
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Razonamos por inducciéon sobre el ntiimero de signos logicos de a. Si a es
atomica y figura en el antecedente de un S¥,, entonces M F «afv] por la propia
construccion de M. Si figura en el consecuente de S}, no puede figurar en un
antecedente de ningtn S}, pues entonces podriamos tomar un n suficientemente
grande de modo que « estuviera en el antecedente y en el consecuente de S,
en contradiccion con que se trata de un secuente activo. Por tanto M E —a/[v].
(Observemos que este argumento vale en el caso excepcional y termina la prueba
en dicho caso.)

Supongamos ahora que o = = y que aparece en un S;. Entonces existe
un n > k tal que o = v, esté en Sy, y el proceso de construccion implica que
Sn+1 prolonga a S,, mediante una regla de negacion, de modo que S, 41 tiene a
[ en el miembro opuesto al que contiene a o = —f. Por lo tanto, teniendo en
cuenta la hipotesis de induccion, M E «afv] si y solo si no M E S[v] siy solo si
[ aparece en el consecuente, si y s6lo si a aparece en el antecedente.

Si o« = B V 7, razonando como antes podemos tomar un n tal que a = ay,
aparece en el secuente S, con lo que S;, ;1 es una prolongacion de S, a través
de un regla del disyuntor. Si « esté en el antecedente de S, entonces S, t1
contiene a 3 0 a v en su antecedente, luego, por hipotesis de induccion M E §[v]
o bien M F ~[v], y en ambos casos M F afv].

Si, por el contrario, o aparece en el consecuente de S,, entonces 5 y
aparecen en el consecuente de Sy, 11, y por hipotesis de induccion M F =g[v] y
M E —v[v], luego M E —afv].

Si o = AuB(u) y esté en el antecedente de un S, dado cualquier término ¢
de £ (es decir, cualquier objeto del universo de M), podemos encontrar un n > k
tal que o, = a y t, =t y o, estd en S,,. Entonces, en el antecedente de S, 11
figura ((t), lo que, por hipotesis de induccion, se traduce en que M E S(t)[v] o,
lo que es lo mismo, M F B(u)[v}], y esto para todo ¢ del universo de M, luego
M E afv].

Si a esté en el consecuente de un S;, entonces existe un n > k tal que o, = «
esta en el consecuente de S,,, y entonces S, 11 contiene en su consecuente a 3(y),
para cierta variable y, lo que se traduce en que M E —5(y)[v] o, lo que es lo
mismo, M E —5(u)[v¥]. Esto equivale a que no M E S(u)[v¥], luego no M E afv],
luego M E —afv].

Si o = VupB(u) y esté en el antecedente de un S}, entonces existe un n > k
tal que o, = a esta en el antecedente de S, y entonces 5,41 contiene en su
antecedente a (y), para cierta variable y, lo que se traduce en que M E §(y)[v]
0, lo que es lo mismo, M F B(u)[vY], luego M F afv].

Si « estd en el consecuente de un Sj, dado cualquier término ¢ de £ (es
decir, cualquier objeto del universo de M), podemos encontrar un n > k tal que
an, =ayt, =ty a, estd en S,,. Entonces, en el consecuente de S, 11 figura
B(t), lo que, por hipotesis de induccion, se traduce en que M E —4(¢)[v] o, lo
que es lo mismo no M F B(u)[vl], y esto para todo t del universo de M, luego
no M E av] y M E —afv]. n

Nota La demostracion precedente —y, con ella, la del teorema de completitud—
esta en la frontera del finitismo més “generoso”. Desde luego, no es finitista en
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sentido estricto, pues involucra la construccion de un arbol infinito del que a
su vez obtenemos un modelo (también infinito) por un proceso que podemos
considerar completamente determinado, pero no efectivo, en el sentido de que,
en un caso concreto, no estamos en condiciones de determinar qué sentencias
son verdaderas o falsas en dicho modelo. Aun asi, no es descabellado considerar
que la demostraciéon determina un objeto ‘“real”, en el sentido de que podemos
hablar objetivamente de €l sin remitirnos a ninguna teoria formal para eludir
toda cuestion sobre el posible significado de los términos empleados.

Asi, con independencia de que podemos considerar el teorema de completitud
como un teorema formalizable en cualquier teoria de conjuntos suficientemente
rica, desde un finitismo suficientemente laxo podemos considerar que el teorema
de completitud es “verdadero”, es decir, que nos permite afirmar que si un se-
cuente S no se deduce de un conjunto de secuentes &, existe objetivamente un
modelo en el que los secuentes de & son verdaderos y S no lo es.

En particular, esto nos permite definir que un secuente .S es una consecuencia
logica de un conjunto & de secuentes (& F S) si S es verdadero en todos los
modelos en los que son verdaderos los secuentes de &. En principio, esto serfa
inaceptable como definicién informal (es decir, fuera del contexto de una teoria
formal adecuada) porque “la totalidad de los modelos de un lenguaje formal” no
puede ser considerada como un concepto finitista, pero la prueba del teorema
de completitud muestra que & E S es lo mismo que & }— S, y esto ultimo es
un concepto finitista en el sentido mas estricto. LK

Explicitamente, o bien & LII—( S o bien no & LI— S. En el primer caso, a partir

Ki

de una deduccion de S, la demostracion del teorema de correccion nos permite
obtener un argumento que justifica que S sera verdadero en cualquier modelo
bien definido en el que los secuentes de & sean verdaderos, y en el segundo caso
la demostracion del teorema de completitud nos asegura la existencia objetiva
de un modelo bien definido en el que los secuentes de & son verdaderos y S no
lo es. m

2.5 Consistencia

Ahora que tenemos probado que el calculo secuencial captura completamente
la capacidad de razonamiento logico, podemos presentar una definicién general
de teoria axioméatica analoga a [LM 3.1]:

Definicion 2.19 Una teoria axiomdtica (con igualador) sobre un lenguaje for-
mal £ (con igualasor) es un célculo deductivo secuencial K cuyos axiomas con-
tengan a los de LK (resp. LK;) y cuyas reglas de inferencia sean las de LK.

A los axiomas de LK los llamaremos axiomas [dgicos, a los axiomas adicio-
nales de LK; los llamaremos aziomas del igualador y a los axiomas de K que
no sean de los tipos anteriores los llamaremos axiomas propios de la teoria K.

Es claro entonces que una demostracién en K es lo mismo que una deduccién
en KL (o LK;) cuyas premisas sean los axiomas propios de K.
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Las teorfas axiomaticas més simples son LK y LK;, cuyos teoremas son
precisamente los secuentes ldgicamente vdlidos, es decir, los secuentes verdaderos
en todos los modelos (en los que el igualador se interpreta como la identidad en
el caso de LK;).

Teorema 2.20 Sea K una teoria axiomdtica secuencial sobre un lenguaje for-
mal £. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. Todos los secuentes de £ son teoremas de K.

2. Existe una formula « tal que los secuentes = o y = —a son demostrables
en K.

3. FEl secuente vacio = es un teorema de K.

DEMOSTRACION: 1) = 2) es trivial. Sise cumple 2), por la regla del negador
podemos demostrar los secuentes = a y aw =, y por la regla de corte podemos
demostrar el secuente vacio, luego tenemos 3). Si se cumple 3), las reglas de
debilitacién nos permiten demostrar cualquier secuente. L]

Definicién 2.21 Una teoria axiomaética es contradictoria si cumple cualquiera
de las condiciones del teorema anterior. En caso contrario es consistente.

Obviamente una teoria contradictoria no tiene interés alguno, pero el pro-
blema es que en general no es facil asegurar la consistencia de una teoria axio-
matica dada. A este respecto tenemos lo siguiente:

Definicion 2.22 Si M es un modelo de un lenguaje formal £, diremos que M
es un modelo de un conjunto & de secuentes (y lo representaremos por M F &)
si todos los secuentes de & son verdaderos en M. Diremos que M es un modelo
de una teoria axiomética K si lo es del conjunto de sus axiomas propios.

Notemos que si una teoria axiomética K tiene un modelo M, entonces todos
sus axiomas son verdaderos en M, porque los axiomas logicos, y también los
del igualador, si £ tiene igualador) son verdaderos en todo modelo. El teorema
de correccion 2.10 nos da entonces que, de hecho, todos los teoremas de K son
verdaderos en M. Esto nos da la mitad del teorema siguiente:

Teorema 2.23 Una teoria axiomdtica es consistente si y sdlo si tiene un mo-
delo.

DEMOSTRACION: Si una teoria axiomatica K tiene un modelo M, todos sus
teoremas son verdaderos en M, luego el secuente vacio no puede ser un teorema.
Este argumento es esencialmente el teorema de correccién, y el teorema de
completitud nos da la implicacién contraria, pues si el secuente vacio no es un
teorema de K, nos da que existe un modelo de K en el que el secuente vacio es
falso. Esto ultimo es trivial, pero lo importante es que nos da la existencia de
un modelo de K. L]
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2.6 Eliminacién de cortes

Hemos visto que el calculo secuencial LK; es completo, lo cual significa que
es capaz de extraer todas las consecuencias logicas de unas premisas dadas
(todas las formulas que son necesariamente verdaderas bajo el supuesto de que
lo sean las premisas), por lo que, a la hora de estudiar qué puede demostrar un
mateméatico y qué no a partir de unos axiomas dados, es equivalente considerar
deducciones en LK; o en un célculo deductivo “a la Hilbert” como el calculo K
estudiado en [LM]. Sin embargo, todavia no hemos visto ningtin hecho que haga
preferible el uso del calculo secuencial, cuya forma de plasmar las demostraciones
es sustancialmente diferente a la forma habitual de razonar de los matematicos.

El interés del calculo secuencial se debe esencialmente a que permite poner
de manifiesto las caracteristicas puramente formales de los razonamientos ma-
tematicos, es decir, las que no dependen para nada del posible significado de las
formulas involucradas, sino meramente de su forma. En esta seccién veremos
algunos primeros ejemplos de argumentos “puramente formales” sobre demostra-
ciones en el calculo secuencial, en los que nos encontraremos con técnicas e ideas
que explotaremos mas a fondo en capitulos posteriores. El teorema siguiente es
una consecuencia inmediata del teorema 2.16:

Teorema 2.24 (de eliminacién de cortes) Si un secuente puede probarse
en LK, entonces puede probarse sin usar la regla de corte.

En efecto, si S es un teorema de LK, por el teorema de correccion 2.10,
tenemos que S es verdadero en todos los modelos de £, luego 2.16 nos da que
es demostrable sin la regla de corte.

La prueba que hemos visto no es constructiva. Nos asegura que existe una
demostracion sin cortes, pero no nos dice cémo obtenerla. En esta seccién vamos
a mostrar una forma explicita de transformar una demostraciéon en LK en otra
demostracion del mismo secuente en la que no se use la regla de corte.

Para probar 2.24 necesitamos unos hechos elementales sobre demostraciones
en LK (que también valen para LK;):

Teorema 2.25 Sea D una demostracion en LK (o0 en LK;), sea x una variable
libre que no sea usada en D como variable propia y sea t un término que no
contenga ninguna variable propia de minguna inferencia en D. Entonces, si
sustituimos todas las apariciones de x en D por el término t, obtenemos una
demostracion en LK (o en LK;) del secuente que resulta de sustituir x port en
el secuente final de D).

DEMOSTRACION: Basta observar que si sustituimos x por ¢t en un axioma,
obtenemos un axioma, y que si sustituimos x por t en los secuentes de una regla
de inferencia, obtenemos otra regla de inferencia. Lo segundo es inmediato para
todas las reglas salvo a lo sumo para la regla izquierda del particularizador,
pero en ésta tenemos en cuenta que la variable x no es la variable propia, y que,
como t no contiene tampoco a la variable propia, al sustituir x por t ésta sigue
sin aparecer en ninguna féormula donde la regla requiere que no aparezca, luego
la regla sigue siendo valida. m
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Con un argumento similar podemos imponer ciertas condiciones a las varia-
bles propias de una demostracién. Las recogemos en la definicion siguiente:

Definiciéon 2.26 Una demostracion en LK (o LK;) es regular si una misma va-
riable no aparece como variable propia de dos aplicaciones de la regla derecha
del generalizador o de la regla izquierda del particularizador, y ademés, la varia-
ble propia de una aplicacién de una de estas reglas sélo aparece en los secuentes
situados por encima de (los secuentes superiores de) la regla.

Teorema 2.27 Toda demostracion en LK (o LK;) puede transformarse en una
demostracion reqular del mismo secuente sin mds que cambiar unas variables
propias por otras.

DEMOSTRACION: Por 2.25, si en una demostraciéon D cambiamos todas las
apariciones de una variable libre x por otra y que no aparezca en D, el resultado
es una nueva demostracion. Asi pues, dada una demostraciéon D, para cada
secuente S que resulte de una aplicacién de una regla derecha del generalizador
o izquierda del particularizador, consideramos la subdemostraciéon D’ formada
por los secuentes de D situados sobre S, que es en si misma una demostracion
de S.

Si en D’ cambiamos la variable propia por otra que no aparezca en D,
obtenemos una nueva demostracion D] de S (pues la variable propia no esta
en S). Al cambiar D’ por D} en D obtenemos otra demostracion D; con el
mismo secuente final en la que la aplicaciéon de la regla considerada cumple ya
la definicion de regularidad. Ahora pasamos de D; a otra demostracién Do
considerando la variable propia de otra regla, y asi hasta que todas las variables
propias cumplan lo requerido por la definiciéon de regularidad. n

Definicién 2.28 Un hilo en una demostracion en LK (o LK;) es una sucesion
de secuentes que empieza en un secuente inicial y termina en el secuente final,
de modo que cada secuente distinto del inicial sea el secuente inferior de una
regla de inferencia de la demostracion que tiene al secuente anterior como uno
de sus secuentes superiores.

Asi pues, cada demostracion en LK tiene tantos hilos como secuentes inicia-
les. En el ejemplo de la pagina 32 tenemos una demostraciéon en LK con dos
hilos.

Cuando decimos que un secuente esta por debajo de otro en una demostra-
cion nos referimos a que ambos estan en un mismo hilo, y en él uno es posterior
al otro.

Llamaremos grado de una férmula « (y lo abreviaremos g(«)) al namero
de signos légicos que contiene (-, V, A o V). El grado de un corte en una
demostracion es el grado de la férmula de corte.

El teorema 2.24 es una consecuencia inmediata del teorema siguiente:
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Teorema 2.29 Si un secuente es demostrable en LK con una prueba que con-
tiene un unico corte como ultima inferencia, entonces es demostrable sin cortes.

Admitiendo este resultado, el teorema 2.24 se prueba por induccién sobre el
numero de cortes de una demostracion de un secuente dado S. Si el resultado
es cierto para demostraciones con n cortes y S se demuestra con n + 1 cortes,
consideramos un corte que no tenga otro por encima y, si S’ es su secuente
inferior, reemplazamos toda la parte de la prueba situada sobre S’ por otra
prueba alternativa sin cortes, y asi conseguimos una prueba de S con n cortes,
que por hipotesis de induccién puede reducirse a otra demostracion sin cortes.

DEMOSTRACION: Por conveniencia vamos a considerar la variante general
de la regla de corte, de modo que tenemos una demostracién D que termina asi:

= A, «o a, IV = A/
I,V = A, A

Llamamos S al secuente inferior y S7 y S2 a los dos secuentes superiores. Lla-
maremos hilos izquierdos de D a los hilos que contengan a S; e hilos derechos
a los que contengan a Ss.

Definimos el rango de un hilo izquierdo (derecho) H como el ntimero de
secuentes consecutivos, contados a partir de S7 (o S2) que contienen a « en su
consecuente (antecedente). Lo representaremos por rang H. Como « esté en S
y en Sy, el rango de un hilo es siempre > 1.

Definimos el rango izquierdo (derecho) de la demostracion D como el maximo
de los rangos de los hilos izquierdos (derechos) de D. Representaremos por
rang, (D) y rang,(D) a los rangos izquierdo y derecho de D. El rango de D lo
definimos como

rang D = rang, (D) + rang,(D) > 2.

Asi, la demostracion del ejemplo de la pagina 32 tiene rango izquierdo igual
a 4 y rango derecho igual a 1, luego su rango es 5.

Vamos a probar el teorema por inducciéon sobre el grado g del corte de D,
es decir, suponemos que es cierto para demostraciones con corte final de grado
menor que g.

A su vez, ahora razonamos por induccién sobre el rango r de D, con lo que
suponemos que el resultado es cierto para demostraciones de grado g y rango
menor que r.

Caso 1: rang D = 2, es decir, rang;(D) = rang,(D) = 1.

SUBCASO 1.1: Uno de los secuentes S7 o S5 es un secuente inicial, necesa-
riamente o« = «, donde « es la formula de corte.

Supongamos que S; es a = « (el caso de Sy es anédlogo). Entonces la
demostracion D termina asi:

a=« o, IV = A/
a, IV = A/
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con lo que el corte puede suprimirse, obviamente. A partir de aqui suponemos
que ninguno de los secuentes S; 0 Sy es inicial.

SuBCcASO 1.2: Uno de los secuentes S o S se obtiene por debilitacion.

Pongamos que S; se obtiene por debilitacion (el caso de Sy es anélogo).
Como estamos suponiendo que rang,(D) = 1, la féormula de corte no puede
aparecer en el consecuente del secuente anterior a Sy, luego tiene que ser la
formula principal de la regla de debilitacion, y la demostraciéon D termina asi:

'=A :
I'=A «a a, TV = A’
I, I"= A A

Vemos entonces que podemos pasar de I' = A al secuente final sin mas que
aplicar la regla de debilitacion.

SuBcAsO 1.3: Tanto S; como S3 se obtienen mediante reglas de inferencia
logicas.

Nuevamente, debido a que rang,(D) = rang,(D) = 1, la férmula de corte «
tiene que ser la formula principal de ambas reglas de inferencia.

Si a = —, entonces la demostracion D acaba asi:

6, T'=A I'= A, B
I'=A, -4 -6, T = A/
I I"= A A

y una demostracién alternativa es

I'= A" B8 5, T= A
I,TV= A, A’

donde ahora el corte tiene grado una unidad menor y podemos aplicar la hipo-
tesis de induccion.

Sia= L[V, tenemos:

'=s A, B,y 8, IV = A’ v, TV = A’
I'=A BVy BV, IV= A
I, I"= A A
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La alternativa es:

I'=A 8,9 8, TV = A’ :
ILTIV= A, Ay v, TV = A’
L, IV = A, A

El corte de § tiene grado menor que el de D, por lo que por hipétesis de induccion
podemos demostrar sin cortes el secuente I', TV = A, A’, v y obtenemos asi una
demostraciéon de S con un tnico corte cuya féormula de corte es v y, de nuevo
por hipoétesis de induccidén, llegamos a una prueba sin cortes.

Si a = AuB(u), tenemos:

I'= A, B(y) B(t), T = A

= A, Aup(u) AuB(u), T” = A’
ILT/= A A

Por 2.27 podemos suponer que la demostracion del secuente T' = A, B(y)
es regular (y sin cortes), lo que en particular implica que la variable y no es
la variable propia de ninguna aplicacién de la regla derecha del generalizador o
izquierda del particularizador (anterior a la que lleva a Sz). Mas atn, la prueba
muestra que podemos elegir todas las variables propias de la demostraciéon, por
lo que podemos exigir que ninguna esté en t. Por lo tanto, el teorema 2.25 nos
da una demostracion sin cortes del secuente I' = A, 8(t) (aqui usamos que y
no estd en I' o A). Por consiguiente, una demostracion alternativa es

I'= A B(t) B(t), TV = A/
L,V = A, A

cuyo corte tiene grado menor que el de D, luego por hipétesis de induccion
existe otra demostracion sin cortes.

Por tltimo, si o = Vu 3(u), tenemos:

I = A, () Bly), I’ = A

I'= A, Vup(u) VupB(u), I7 = A’
L, TV= A, A

y en perfecta analogia con el caso anterior podemos llegar a una demostracion:

I'= A, B(t) B(t), TV = A’
L, T"= A, A

cuyo corte tiene grado menor que el de D, luego por hipotesis de inducciéon
existe otra demostracion sin cortes.
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CAs0 2: rang(D) > 2, luego rang;(D) > 1 o bien rang,(D) > 1.

Supongamos concretamente que rang;(D) > 1. El otro caso se trata anélo-
gamente. Notemos que esto implica que S1 no es un secuente inicial.

SUBCASO 2.1: S; contiene a « en su consecuente.

Entonces tenemos:

= A« o, IV= A«
I'I"'=A A, «

y el secuente inferior puede obtenerse del superior izquierdo por debilitacion, sin
necesidad del corte. A partir de aqui suponemos que « no esté en el consecuente
de SQ .

SUBCASO 2.2 El secuente S se obtiene por debilitacién o bien por una regla
logica cuya formula principal no es a.

Entonces tenemos

1'\// = A// o F/// = A/// a :
I'= A, «a a, IV = A/
LT = A A

si es que la regla que proporciona S tiene dos secuentes superiores. El caso en
que so6lo haya uno es méas simple. Adelantamos el corte:

I"=Aa al’=A TI"=A"a ol =A
I‘\// F/ = Al/ A/ I‘\//I FI = A/// A/

Estas demostraciones tienen el mismo grado, pero el rango es una unidad me-
nor, luego por hipoétesis de induccion existen demostraciones sin cortes de los
secuentes finales, y usando la misma regla que proporcionaba S; en la prueba
original (ahora con més formulas colaterales), podemos probar sin cortes

]“\//7 1"/ :> A// A/ Fl//’ F/ :.> A//l A/
I,TV= A, A

SuBcaso 2.3 El secuente S; se obtiene de una regla logica cuya féormula
principal es .

Tenemos cuatro posibilidades. Si a = =, la situacion es

6, T'=A :
I'= A, -4 -6, TV = A’
I, I"= A A
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pero —f tiene que estar en A, por la hipotesis sobre el rango izquierdo. Esto
nos permite adelantar el corte:

ﬂaF:Auﬁﬁ “B7FIZ>A/
B8, T, T = A A

Esta demostracion tiene rango una unidad menor, luego por hipoétesis de induc-
cion el secuente inferior puede demostrarse sin cortes y, como A contiene a —(,
podemos eliminar § del antecedente mediante la regla del negador.

Sia=pVry, lasituacion es

= A 58,y :
'=A fVy BV, TV = A
L, TV= A, A

y de nuevo B V v tiene que estar en A y podemos adelantar el corte:

I'=AB,v,8Vy  BVy,I"=A
F7F/:>A7A/7577

Por hipétesis de induccion el secuente inferior puede probarse sin cortes y apli-
cando a continuacién la regla del disyuntor® eliminamos 3y .

Si a = AuB(u), tenemos

L= A, By) 5
T=A AupB(u)  Aup(u), T’ = A’
I, TV = A, A

para cierta variable propia y que, segin se ve en la prueba de 2.27, podemos
sustituirla por otra para asegurar que no esté en IV ni en A’. Como A contiene
Au B(u), también podemos adelantar el corte:

= A, B), AuB)  Aublw), I’ = A
LT/ = A, A, B(y)

Por hipoétesis de induccion existe una prueba sin cortes del secuente final, y
aplicando la regla derecha del generalizador eliminamos 5(y).

SEn el caso analogo en que el rango derecho es mayor que 1 estariamos aplicando la regla
izquierda del disyuntor, que tiene dos secuentes superiores, y la hipotesis de induccién nos
da demostraciones sin cortes de los secuentes 8, I, IV = A A’ y ~, I, T/ = A, A, y a
continuaciéon podemos aplicar la regla izquierda del disyuntor.
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Si a = VuB(u), tenemos

I'= A, B(t) :
I = A Vub(w)  VupB(u), T’ = A
I, IV= A, A’

pero A contiene \/u 3(u), con lo que también podemos adelantar el corte:

D= A, B, V) Vup(), I’ = A
D, TV = A, A, B(t)

Por hipoétesis de induccién existe una prueba sin cortes del secuente final, y
aplicando la regla derecha del particularizador eliminamos 3(t). L]

La demostracion del teorema anterior es constructiva, y puede ser reformu-
lada como un algoritmo para obtener una demostracion sin cortes a partir de
una demostracion dada. La idea basica es ir adelantando los cortes. Aunque en
cada paso de la prueba sélo se adelanta una posicién, esto es por simplicidad en
la exposiciéon tedrica. En la préactica se llega antes a la demostracion requerida
si adelantamos cada corte todo lo posible.

Ejemplo Vamos a eliminar el corte de la demostraciéon considerada en el ejem-
plo de la pagina 32. Como el rango izquierdo es 4, podemos adelantar el corte
cuatro posiciones, y el resultado es:

Ry = Ry
Ry = Ry, N\vRv
Ry = Ry -Ry, Ry = \vRv
Rz, Ry = Ry -Ry = Ry — N\vRv
Rz = Ry, ~Ry -Ry = Vu(Ru — A\v Rv)

Rz = Ry, Vv—-Rv Vv—=Rv = Vu(Ru — \v Rv)
Rz = Ry, Vu(Ru — A\v Rv)
Rr = Av Rv, Vu(Ru — Av Rv)
= Rz — A\v Rv, Vu(Ru — Av Rv)
Vu(Ru — Av Rv)

Ahora observamos que en lugar de cortar \/v Rv podemos cortar =Ry en el paso
anterior, pero dicho corte tiene rango derecho igual a 3, luego a su vez podemos
adelantarlo dos lugares y el resultado es:

Ry = Ry Ry = Ry
Rz, Ry = Ry Ry = Ry, \vRv
Rx = Ry, =Ry -Ry, Ry = N\vRv
Rz, Ry = Ry, \vRv
Rz = Ry, Ry — N\vRv
Rz = Ry, Vu(Ru — A\v Rv)
Rr = Av Rv, Vu(Ru — Av Rv)
= Rz — A\v Rv, Vu(Ru — v Rv)
Vu(Ru — Av Rv)
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Seguidamente vemos que en lugar de cortar =Ry podemos cortar Ry en el
paso anterior:

Ry = Ry

Rz, Ry = \vRv, Ry Ry = Ry
Rz, Ry = Ry, \vRv
Rz = Ry, Ry — N\vRv
Rx = Ry, Vu(Ru — A\v Rv)
Rz = Av Rv, Vu(Ru — Av Rv)
= Rz — \v Rv, Vu(Ru — v Rv)
Vu(Ru — Av Rv)

y finalmente eliminamos el corte:

Ry = Ry
Rz, Ry = Ry, \vRv
= Ry, Ry — N\vRv
Rz = Ry, Vu(Ru — \v Rv)
Rz = AvRv, Vu(Ru — Av Rv)
= Rz — N\vRv, Vu(Ru — v Rv)
Vu(Ru — \v Rv)

En este caso la demostracion sin cortes ha resultado ser més corta que la original,
pero en general el proceso de eliminacién de cortes puede aumentar drastica-
mente la longitud de una demostracion. m

Ejemplo Ahora podemos entender el interés de la distincién que hemos es-
tablecido entre variables libres y ligadas. Supongamos que prescindimos de
ella y consideramos las definiciones de “férmula” y “sustitucion” dadas en [LM].
Entonces esto es una demostracién en LK:

Rzw = Rzw
Rzw = Vz Rzx
Rzy = Ruay Rzw = Vyz Ryx
Rzy = Vv Rav Vv Rzv = Vyz Ryx
Rzy = Vuv Ruv Vuv Ruv = Vyzx Ryx
Rzxy = Vyz Ryx

Si intentamos aplicar la demostracion del teorema 2.29 para eliminar el corte,
vemos que no es posible. En efecto, nos encontramos en el subcaso 1.3, con
a = Vup(u)y B(u) = Vv Ruv. El término ¢ considerado en la prueba es t = x
y la variable propia y considerada en la demostraciéon de 2.29 es en este caso la
variable z.

Segiun dicha demostracion, lo que procede hacer en este caso es sustituir z
por z en el hilo derecho de la demostraciéon para obtener una demostracién del
secuente

Vv Rxv = Vyx Ryx,
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pero no podemos hacer tal cosa. Al llevar a cabo la sustitucién, o bien nos

quedaria el secuente
Rzw = Vz Rz,

que no es logicamente valido, o bien, aplicando la definicion de sustitucion dada
en [LM] tendriamos que poner

Rxw = \/t Rat,
lo que nos obligaria a realizar sustituciones hacia abajo y el secuente final seria
Vo Rzv = \yt Ryt,

que no es el que necesitamos. Vemos asi que el teorema 2.25 no es valido sin la
distincién entre variables libres y ligadas que hemos establecido, ni tampoco el
teorema de eliminacion de cortes, cuyo enunciado tendria que modificarse para
exigir que en el secuente final de la deduccién no aparezca ninguna variable libre
y ligada al mismo tiempo. L]

El teorema de eliminacién de cortes no es valido para LK;, pero se cumple
una version ligeramente més débil:

Definicion 2.30 Un corte en LK; es inesencial si la formula de corte es de la
forma t; = to. En caso contrario se dice que es esencial.

Teorema 2.31 (de eliminacién de cortes) Si un secuente puede probarse
en LK;, entonces puede probarse sin cortes esenciales.

DEMOSTRACION: El resultado se sigue inmediatamente de la versiéon para
LK, del teorema 2.29:

Si un secuente es demostrable en LK; con una prueba que contiene
un unico corte como ultima inferencia, entonces es demostrable sin
cortes esenciales.

La prueba es exactamente la misma, salvo que hay que considerar més po-
sibilidades en el subcaso 1.1. Ya tenemos contemplada la posibilidad de que
alguno de los secuentes S; o Sy sea un axioma logico. Si ambos secuentes son
axiomas del igualador y la féormula de corte no es una igualdad, necesariamente

S1=s1=t1,...,8, =tn, Rs1---8, = Rty ---t,,
SQ =1t =71,...,tp = Tn, Rty ---t, :>RT1"'Tn7
y la conclusion es
s1=t1,t1 =71, ...8y =tn, tn =1, R$S1-+-8, = Rry---1y.
Pero este secuente puede probarse a partir del axioma
§1="T1,.-.8, =Ty, R$S1-+-8, = Rry---1y.
mediante cortes inesenciales con los axiomas

S;=1t;, t; =17 = 8 =74
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Otra posibilidad es que « aparezca en Sy por debilitacién, con lo que tene-
mos:

"= A’
$1=1t1,...,8, =tn, Rs1---s, = Rt1---t, Rty ---t,, "= A’
$1=11,...,8, =tp, Rs1--+8,, I = A’

pero obviamente el secuente final se sigue de IV = A’ por debilitacion. El caso
en que Sy es un axioma del igualador y « aparece en S; por debilitacion es
analogo. m

2.7 Apéndice: Conexién con K

En este capitulo hemos probado que el calculo secuencial LK; formaliza
perfectamente la logica matemética, en el sentido de que permite extraer todas
las consecuencias légicas de cualquier conjunto de premisas. Esto lo convierte en
una alternativa valida al calculo deductivo K estudiado en [LM]. Sin embargo,
la equivalencia entre ambos la proporciona el teorema de completitud, cuya
prueba no es constructiva, asi que en esta seccidén vamos a probar explicitamente
que las deducciones de LK; se corresponden con las de K. Por una parte
tenemos lo siguiente:

Teorema 2.32 Sea £ un lenguaje formal con igualador, sea & un conjunto de
secuentes en £ 1y sea © el conjunto de las formulas S asociadas’ a los secuentes
S de &. Entonces, para todo secuente T, si & Ll}—( T, entonces @I}{— T.

£

Aqui hay que tener en cuenta que T es, en principio, una formula de £ cons-
truida a partir de =, v, /\, V, pero para situarnos en el contexto de [LM] tenemos
que “traducirla” cambiando « V 8 por ~a — By Vua(u) por ~Au—a(u).

DEMOSTRACION: Tenemos una deduccién de T' en LK; con premisas en 6.
Basta probar que si el secuente S aparece en la deduccién, entonces © + S.
Esto es trivial si S es una premisa. Por definicién de I', se cumple trivialmente
para los axiomas logicos S = § = 6, pues S = = V § es un teorema logico, y se
comprueba sin dificultad para los axiomas del igualador.

Es claro que ahora basta probar que la férmula asociada al secuente inferior
de una regla de inferencia de LK es consecuencia logica de las férmulas asociadas
a sus secuentes superiores.

Para todos los casos siguientes fijamos I' = {v1,...,Ym}, A = {01,...,n},
que pueden ser vacios. Si no lo son, llamamos

(=-m V-V VO V- V4,

7No hemos definido S cuando S es el secuente vacio, pero en tal caso podemos considerar
que S es cualquier féormula de tipo € A —e.
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Debilitacion Si el secuente superior no es vacio, la premisa es (, y a partir
de ella tenemos que probar —a V ( o bien ( V a. En ambos casos se
obtiene la conclusiéon por la regla de introduccién del disyuntor. Si el
secuente superior es vacio tenemos que probar a o -« a partir de una
contradiccién, lo cual también es posible.

Corte Las premisas son ( V ay ~a V (, que se reducen a ay ~asi 'y A
son ambos vacios. En este caso tenemos que probar una contradiccién a
partir de premisas contradictorias, lo cual es posible sin duda. Descartado
este caso, tenemos que probar . Basta razonar por reduccién al absurdo:
si negamos (, las premisas nos dan a A —a.

Negador Es inmediato que las formulas asociadas a los secuentes superior e
inferior de las dos reglas del negador son logicamente equivalentes.

Disyuntor Para la regla izquierda las premisas son —a vV { y =g Vv (. Si I’
y A son ambos vacios, tenemos que probar —(a V ) a partir de ~«a y
=3, lo cual ciertamente es posible. En caso contrario tenemos que probar
—(a V B) V ¢, pero las premisas nos dan que o — { y 8 — ¢, de donde se
sigue a V 8 — (, que equivale a la formula requerida.

Para la regla derecha partimos de ( V a V 3 y tenemos que probar esto
mismo.

Generalizador Para la regla izquierda, suponiendo que I' y A no son ambos
vacios, tenemos —a(t) V ¢, de donde se sigue ~/A\ua(u) vV ¢. En efecto,
si suponemos Aua(u), de ahi deducimos «(t) y, de la premisa, deduci-
mos ¢, con lo que tenemos probado que Aua(u) — ¢, lo cual equivale a
=Aua(u) V(. SiT y A son vacios el argumento se simplifica.

Para la regla derecha la premisa es ¢ V «a(y), con la condicion adicional
de que y no esta libre en ¢ ni en a(u), y queremos concluir ¢ V Au a(u).

Si Ty A no son ambos vacios suponemos —( y la premisa nos da a(y), de
donde se sigue Ay a(y), por la regla de introduccién del generalizador. De
aqui podemos deducir a(u) (aqui se usa que y no esté libre en «(u)) y a
su vez Aua(u). Como y no esté libre en ¢ (ni u tampoco), el teorema de
deducciéon nos da que ~¢ — Aua(u), que es equivalente a ¢ V Aua(u).
SiT'y A son ambos vacios el razonamiento se simplifica.

Particularizador Para la regla izquierda la premisa es —a(y) V ¢, con la
condicion adicional de que y no esta libre en ¢ ni en a(u), y queremos
concluir =Vua(u) V (.

SiT y A no son ambos vacios suponemos —¢ y la premisa nos da —a(y),
de donde se sigue \y—a(y), por la regla de introduccion del generalizador,
y =y a(y) por la negacién del particularizador. Como la variable 3 no
esta libre en (, podemos aplicar el teorema de deduccién y concluir que
-¢ = =Vya(y). De aqui se sigue a su vez Vya(y) — ¢. Por otro lado
es claro que Vua(u) — Vya(y) (se demuestra también con el teorema de
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deduccion, usando que y no esta libre en a(u), eliminando el particulari-
zador y volviéndolo a introducir), luego concluimos que Vua(u) — ¢, de
donde finalmente llegamos a =\/u a(u) V ¢ por la regla de introduccién
del disyuntor. Si I' y A son ambos vacios el razonamiento se simplifica.

Para la regla derecha, suponiendo que I' y A no son ambos vacios, tenemos
¢ V aft), de donde se sigue ¢ V Vua(u). En efecto, basta suponer —(,
con lo que obtenemos a(t), y de ahi podemos pasar a \Vua(u), por la
regla de introduccion del particularizador. Esto prueba =¢ — Vua(u),
que equivale a la féormula requerida. Si T" y A son vacios el argumento se
simplifica. m

Notemos que la demostracion del teorema anterior, debidamente desarro-
llada, nos permite construir explicitamente una deduccién de T con premisas
en O a partir de una deducciéon de T' con premisas en S.

Para enunciar un reciproco al teorema anterior, aparte de la necesidad de
traducir de forma obvia las formulas construidas a partir de -, —, /\ a formulas
construidas a partir de =, V, /\, nos encontramos con la necesidad de que las
formulas respeten la distincion que hemos hecho en el capitulo anterior entre
variables libres y ligadas.

Para ello introducimos una variante de K consistente en sustituir la regla
de introduccién del generalizador, que en principio es

a(z)

Az a(z)

por la versiéon mas general
a(x)
A a(u)
donde z y wu son variables arbitrarias, de modo que permitimos sustituir la
variable que generalizamos por otra (que puede ser la misma). La regla original
es un caso particular de ésta, luego todas las deducciones en Kz siguen siéndolo
con la nueva regla y, reciprocamente, toda aplicacién de la nueva regla puede
reducirse a la original asi:

(1) a(x)

(2) Aza(z) IG 1

(3) Aza(z) = a(u) K4

4) «au) MP 2,3
(5)  Aua(u) IG 4

Por consiguiente, con la versiéon original de Kz y con la variante se pueden
deducir exactamente las mismas féormulas de las mismas premisas.

Sin embargo, con la nueva version, si dividimos las variables de £ en libres
y ligadas y una formula « (en el sentido introducido en el capitulo anterior, es
decir, no una mera semiférmula) es deducible de un conjunto de formulas © (no
meras semiférmulas), es posible obtener una deduccién en la que sélo aparezcan
formulas.
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En efecto, dada una deduccion cualquiera de « a partir de ©, podemos enu-
merar sin repeticiones todas las variables x4, ..., x,, que aparecen libres en ella
y todas las variables u1,...,u, que aparecen ligadas (de modo que en princi-
pio alguna z; podria coincidir con alguna u;). A estas variables les asignamos
variables distintas Z1,...,Z, (del grupo de variables libres) y @1,..., 4, (del
grupo de variables ligadas), de modo que si z; ya era una variable libre, entonces
Z; = x; y si u; ya era una variable ligada, entonces @i; = u;.

Para cada semiférmula ~y, llamamos 74 a la formula que resulta de sustituir
cada variable x; que aparezca libre en ella por la variable libre Z; y cada variable
u; que aparezca ligada en ella por la variable ligada ;. De este modo, si v es
una férmula, tenemos que 5 = 7.

Ahora basta observar que si, en la deduccion dada, sustituimos cada semi-
formula « por la formula 7, obtenemos una nueva deduccion de « a partir de ©
formada exclusivamente por férmulas.

Basta comprobar que si v es un axioma logico, entonces 4 también lo es y que
las reglas de inferencia siguen siendo vélidas cuando cambiamos las semiférmulas
por sus formulas asociadas. (Esto no seria cierto con la version original de la
regla de introduccion del generalizador, pero si con la nueva.)

Por otro lado, es facil ver que, para cada semiférmula -, en K, podemos
demostrar que 7y <> 7, por lo que restringirnos a trabajar exclusivamente con for-
mulas no supone ninguna restriccion en la practica. Ahora ya podemos enunciar
el reciproco del teorema anterior:

Teorema 2.33 Sea £ un lenguaje formal con igualador (en el que hemos di-
vidido las variables en libres y ligadas), sea © un conjunto de férmulas de £ y
sea G el conjunto de los secuentes de la forma = (, para cada férmula ¢ de ©.
Entonces, para toda formula o, se cumple @ll(_4 a sty solo si GLI—. = .

i

DEMOSTRACION: Supongamos que @II{— . Segun hemos razonado, pode-
L

mos tomar una deduccion aq, . .., o, = a formada exclusivamente por férmulas
(en la que se use la version general de la regla de introduccion del particulariza-
dor). Basta probar (por induccion sobre ) que los secuentes = a; son deducibles
en LK; a partir de &. Por definicién de &, esto es trivial si a; esta en ©.

Si oy es un axioma de K basta comprobar que = «; es un teorema de LK;,
para lo cual tenemos que distinguir los seis tipos de axiomas logicos. Conside-
raremos unicamente los tipos K5, K6, pues los otros cuatro son mas sencillos.

Para K5 tenemos la deduccion siguiente, en la que y es una variable libre
que no aparezca en las formulas consideradas. Recordemos que K5 exige que la
variable u no esté libre en «, lo cual se usa en la deduccion siguiente, pues en
caso contrario no estaria bien aplicada la regla izquierda del generalizador:
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a=a Bly) = By)
a=By), o Bly), o= By)
a— By), a= By)

Au(o = B(u)), a = B(y)
Au(a = B(u)), a = AuB(u)
Au(a — B(u)) = a — AuB(u)
= Nu(a — B(u)) — (o — AuB(u))

Por otra parte, el axioma K6 se deduce asi:

t=y, a(t) = a(y)

=t=1 :
=at),t=t at) = alt) y=t, a(t) = ay)
t=1t— alt) = at) at) =y=1t— ay)
Au(u =t —= a(u)) = aft) at) = Nu(u =t — alu))
= Nu(u=1t— a(u)) = aft) = a(t) = Nu(u =t — a(u))

= Nu(u =t — a(u)) < a(t)

donde hay que suponer que u no esta libre en ¢t. Los puntos suspensivos hacen
referencia a una deduccion de y =t a partir de t = y.

Si o; se deduce por modus ponens de férmulas anteriores 5, o; — «;, basta
considerar la deduccioén siguiente:

>a—f
=a a=0
=P

de la que se sigue que si los secuentes = «; y = o; — a; son deducibles a partir
de G, también lo es = «;.

Por dltimo, si «; se deduce por generalizaciéon, observamos que la regla de-
recha del generalizador nos da

= a(y)
= Nua(u).

El reciproco es consecuencia del teorema anterior, pues si suponemos que
GLI— = q«, el conjunto © asociado a & en el teorema anterior no es sino el

conjunto © de la hipotesis del teorema, y la formula T no es sino «, luego la
conclusion es que © I}(— a. [
£

Asi pues, si nos restringimos a trabajar con férmulas respecto a una division
de las variables en un grupo de variables libres y otro grupo de variables liga-
das, tenemos que K, y LK; son equivalentes, pues tenemos un procedimiento
explicito para obtener una deduccién en LK; del secuente = « a partir de una
deducciéon de a en K y viceversa. Y ya hemos senalado que tal restriccion no
supone ninguna limitacién en la practica.






Capitulo III

La aritmética de Peano

Recordemos que el lenguaje £, de la aritmética de Peano es el que tiene como
signos eventuales una constante 0, un funtor monadico S (aunque escribiremos
t' = St) y dos funtores diddicos + y -.

La aritmética de Peano (AP) es la teoria axioméatica cuyos axiomas propios
son las formulas

AP1 Auu’ # 0,

AP2 Auwv(u' =o' — u =),

AP3 Auu+0=u,

AP4 Auv(u+v' = (u+v)),

AP5 Au(u-0=0),

AP6 Auv(uv' = uv + u),

APT a(0) A Au(a(u) = a(u')) = Aua(w),

donde AP7 —el principio de inducciéon— es en realidad un esquema axioma-
tico, que consta de infinitas formulas, una para cada semiférmula a(u), con u
como tnica variable ligada sin cuantificar.! A veces tiene interés considerar
subteorias resultantes de restringir el principio de induccién exigiendo que «
pertenezca a una determinada clase de formulas ®. Llamaremos AP(®) a la
teoria correspondiente.

Un caso de especial interés se da cuando ® es el conjunto de las féormulas
de tipo %,, en cuyo caso la teoria AP(®) recibe el nombre de IX,,. En este
punto vamos a modificar ligeramente la definicion de la jerarquia de Kleene
dada en [LM].

ITécnicamente no hemos definido a(u’), es decir, la sustitucién de una variable ligada por
un semitérmino, pero teniendo en cuenta que u’ tiene a u como tnica variable, la definiciéon
dada para términos es aceptable en este contexto. No obstante, aqui vamos a trabajar con
una reformulacién de AP que presentaremos enseguida en la que no se presenta esta situacion.

63
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Recordemos la definiciéon ¢ < y = Vux + u = y, que a su vez nos permite
definir los cuantificadores acotados como

Nu<ya=Auu<y—a), Vu<ya=Vuu<yAa).

Ahora definimos las semiférmulas Ag de £, como las semiférmulas construi-
das con el criterio siguiente:

1. Las semiférmulas s < ty s = t son A, para semitérminos s y ¢ arbitrarios.

2. Si oy B son Ag, también lo son ~a, a V 8, Au <tay Vu < ta, donde
t es un semitérmino en el que no esté la variable u.

Al margen del hecho de que ahora estamos considerando al disyuntor en
vez de al implicador como conector 16gico primitivo, la diferencia principal con
la definicion dada en [LM 5.5] es que alli las cotas de los cuantificadores te-
nfan que ser variables, mientras que ahora permitimos que sean semitérminos
cualesquiera.

Esto amplia esencialmente el conjunto de las formulas Ag, pero observemos
que si o es una semiférmula de tipo Ag en el sentido amplio, es decir, que
contiene cuantificadores acotados en la forma uy < ty,...,u, < t,,, es claro
que

Vua < Vuvy - vp(vr =t Ao A vy =ty A a¥),

Nua < Nuvy v (v =t Ao Aoy =t — a¥),

donde a* es la semiférmula que resulta de sustituir cada acotacion u; < t; por
u; < v;. Las subsemiférmulas situadas tras los cuantificadores son de tipo Ag
en el sentido estricto de [LM 5.5] y al afiadir los cuantificadores resulta una
formula de tipo ¥p o Iy, respectivamente, en virtud de [LM 5.18]. Esto prueba
que las formulas X1 o II; construidas a partir de férmulas Ag en sentido amplio
son equivalentes a férmulas del tipo correspondiente en sentido estricto.

A su vez, esto implica trivialmente que lo mismo sucede para formulas de
tipo X, o II,, pero en este punto también conviene modificar ligeramente la
definicién dada en [LM 5.17]. Ahora consideraremos como férmulas ¥, las de

la forma
VuiAuz - o AuiVuz---a,

donde « es una semiférmula de tipo Ay y el niimero de cuantificadores alternados
es < n en el primer caso y < n en el segundo. Las férmulas de tipo II,, seran las
de esta misma forma, salvo que ahora exigimos que el nimero de cuantificadores
sea < m en el primer caso y < n en el segundo.

La diferencia esencial con [LM 5.17] es que alli exigiamos que hubiera exac-
tamente n cuantificadores alternados, mientras que ahora permitimos que haya
menos y, cuando hay estrictamente menos, permitimos que el primero sea in-
distintamente un generalizador o un particularizador. No obstante, cualquier
férmula de tipo X, o II,, en este sentido puede completarse a otra con exacta-
mente n cuantificadores (y que empiece por un particularizador o un generaliza-
dor segun el tipo considerado) sin mas que afadir cuantificadores con variables
nuevas, que dan lugar a formulas equivalentes.
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Por consiguiente, todas las férmulas de tipo X,, o II,, segin la definicion
de [LM 5.17] serfan del tipo correspondiente segiin la nueva definicion si no
fuera porque hemos cambiado la definicion de las formulas de tipo Ag, pero en
cualquier caso son equivalentes? a férmulas del tipo correspondiente segiin la
definicién que acabamos de dar. Reciprocamente, toda férmula de tipo X, o 11,
en el sentido que acabamos de introducir es equivalente a una del mismo tipo
segin [LM 5.17], concretamente a la que se obtiene haciendo las transformacio-
nes que requiere el cambio de la definicién de las formulas Ay y anadiendo en
su caso cuantificadores con variables nuevas.

Esto hace que las teorias I¥,, tengan exactamente los mismos teoremas con
cualquiera de las dos definiciones de la jerarquia de Kleene. En los resultados
demostrados en [LM] nunca ha sido relevante que una férmula fuera de tipo %,
o II,, en sentido estricto de acuerdo con la definicién dada, sino iinicamente que
fuera equivalente a una férmula del tipo correspondiente, por lo que todos los
resultados demostrados alli siguen siendo validos con la definicién nueva. Sin
embargo, en el contexto del calculo secuencial s que seré relevante la estructura
de las formulas de tipo X, o II,, en sentido estricto, y hemos introducido estos
cambios para asegurar que el conjunto de las formulas ¥, (o I,,) es cerrado para
subférmulas y para sustitucion, es decir, que si « es del tipo correspondiente, lo
mismo sucede con todas sus subféormulas y con las sustituciones St a.

3.1 Una axiomatica secuencial para AP

Segin hemos visto en el capitulo precedente, las consecuencias logicas de
estos axiomas pueden obtenerse indistintamente con el célculo deductivo con-
siderado en [LM], que captura la forma en que razonan los mateméticos en la
practica, o con el cilculo secuencial LK;. La version secuencial de la aritmética
de Peano seria, en principio, el calculo secuencial siguiente:

Definiciéon 3.1 Llamaremos AP*(®) al célculo secuencial sobre el lenguaje £,
cuyas reglas de inferencia son las de LK; y cuyos axiomas son los de LK; més
los secuentes:

(AP1l) 2/'=0= (AP4) =z+y =(x+y)
(AP2) a'=y =>2x=y (AP5) =2z-0=0

(AP3) =ax+0=2x (AP6) =ay =2yt
(AP7)  «(0), Au(a(u) — a(u')) = Aualu),

para toda formula a(y) de la clase ®. (Cuando ® es la clase de todas las formulas
de £, tenemos la aritmética de Peano AP*).

Notemos que, por simplicidad en los axiomas hemos eliminado los cuantifi-
cadores universales, que son redundantes tanto en el calculo secuencial como en
el calculo K descrito en [LM], y hemos pasado algunas formulas al antecedente
para eliminar signos logicos.

2Sobreentendemos en todo momento la necesidad de “traducir” las féormulas para hacer
comparaciones debido a que hemos cambiado los conectores 16gicos primitivos.
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Tenemos que un secuente = « es demostrable en AP*(®) si y solo si « es
demostrable a partir de los axiomas de Peano con la induccién restringida a ®
en el sistema deductivo K¢ descrito en [LM].

Sin embargo, a continuacién definimos una versién equivalente de la aritmé-
tica de Peano en la que el principio de inducciéon no se expresa mediante un
esquema axiomatico, sino mediante una nueva regla de inferencia:

Definicion 3.2 Sea ® una clase de formulas del lenguaje de la aritmética £,.
Llamaremos Aritmética de Peano (AP(®)) al calculo secuencial sobre el lenguaje
L, cuyos axiomas son los de LK; mas los secuentes:

(AP1) 2/=0= (AP4) =24y =(x+vy)
(AP2) 2'=y' =2=y (AP5) =2-0=0
(AP3) =a2+0=2x (AP6) =2y =zy+=z

y cuyas reglas de inferencia son las de LK mas la regla de induccion (que tiene
dos formulas auxiliares y dos principales):

a(y), I' = A, a(y)
a(0), T = A, at)

en la que ¢ es un término arbitrario, a(y) es una formula de ® y la variable
propia y no puede aparecer libre en ninguna férmula colateral (ni obviamente
en «(0)), pero si que puede estar en ¢.

Esta teoria es equivalente a AP*(®) en el sentido de que ambas tienen exac-
tamente los mismos teoremas. Para probarlo basta ver que suponiendo la regla
de induccion (para formulas de ®) podemos probar todos los axiomas AP7 (para
formulas de @) y viceversa. En efecto, suponiendo la regla de induccion, razo-
nando “de abajo hacia arriba” obtenemos facilmente la demostracion siguiente,
en la que la regla de induccién se aplica en el tercer paso:

a(y) = aly') = aly) = a(y’)

a(y), aly) = a(y') = a(y’)

a(y), Nu(a(u) = a(w’) = a(y)
), Nu(a(u) = a(w)) = a(x)

a(0

a(0) A Au(a(u) — a(w)) = a(x)
a(0) A Au(a(u) — a(u) = Aua(u)
= a(0) A Au(a(u) = a(u) = Aua(u)

Reciprocamente, si tomamos como axiomas los secuentes AP7 (para férmu-
las de @), podemos demostrar como sigue la regla de induccion. Por razones
tipograficas partimos la prueba en tres bloques:

a(y), I'= A, a(y)
= A, ay) = ay))
T = A, Au(a(u) = o))
a(0), T = A, a(t), Au(a(u) — a(u’))
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= a(0) A Au(a(u) = a(u')) = Aua(u)
I'= A, a(0) A Au(a(u) = a(u’)) = Aua(u)
a(0) A Au(a(u) = o)), T = A, Aua(u)
a(0), Au(a(u) = o)), T = A, Aua(u)
a(0), Au(a(u) = a()), T = A, a(t), Aualu)

at) = alt)
a(t),I' = A, aft)
Aua(u), T = A, alt)
Ava(u), a(0), Au(a(u) = a()), T = A, at)

los dos ultimos bloques se unen mediante la regla de corte y dan el secuente

NAu(a(u) — a(u')), a(0), T = A, a(t),

el cual se une con el primer bloque también con la regla de corte, lo que nos da
la conclusion «(0), T' = A, a(t). "

Ejemplo Veamos un ejemplo elemental de demostracion por induccion. Con-
cretamente, vamos a demostrar que todo niimero natural no nulo es el siguiente
de otro niimero natural, es decir:

=z=0, Vuz =1

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién respecto de la férmula

a(z)=z2=0V Vuz =

=2 =q

= Vuz =
=0=0 r=0VVur=uv=2"=0, Vuz' =
=0=0, Vuo =1 z=0VVuz=uv=2"=0V Vuz' =
=0=0VvVu0=1 0=0vVu0=v"=2z=0V Vuzr=1d

=z=0V Vuz =4
=>z=0, Vuzr =1

Veremos que la formalizacion del principio de induccién en forma de regla de
inferencia es mucho méas conveniente a efectos teodricos, pero todavia conviene
hacer algunos retoques mas al célculo secuencial de la Aritmética de Peano
que no alteren el conjunto de sus teoremas. En primer lugar demostramos lo
siguiente:

Teorema 3.3 Sis yt son términos cualesquiera de L, los secuentes siguientes
son teoremas de AP(9), es decir, que pueden demostrarse sin usar la regla de
induccion:

(AP1) ¢ =0= (AP4) = s+t =(s+1t)

(AP2) =t =s=t (AP5) =s-0=0

(AP3) =s+0=s (AP6) = st' =st+s
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DEMOSTRACION: Todos ellos se demuestran introduciendo generalizadores
en el axioma correspondiente y luego eliminandolos con la regla inversa del
generalizador. Por ejemplo:

=y =>c=y
2=y sx=y
= Auwv(u/ =v" = u =)
= =t'—>s=t
sS=t'=>s=t

Nota En lo sucesivo vamos a tomar como aziomas de AP(®) todos los secuentes
considerados en el teorema anterior. "

Obviamente, los teoremas de esta version de AP(®) con mas axiomas son
exactamente los mismos que los de la versién que hemos definido inicialmente,
pues una demostracion que use los axiomas adicionales puede prolongarse con
la demostracién de cada uno de estos axiomas a partir de los axiomas originales.
El interés de anadirlos como axiomas es doble. Por una parte, la demostracion
de los axiomas generalizados requiere usos no triviales de la regla de corte, con lo
que al tomarlos como axiomas podemos evitar dichos usos en las demostraciones.
Por otra parte, ahora los axiomas de AP tienen claramente la propiedad de que
si en uno de ellos sustituimos una variable libre por un término, el secuente
resultante es también un axioma.

Ejemplo Veamos ahora un ejemplo més sofisticado, concretamente, una de-
mostracién del secuente

= Vulr =2uVazr=2u+1),

que expresa que todo nimero natural x es par o impar. (Se entiende que 2 = 1/,
donde a su vez 1 = (0'.) Afiadiendo una aplicacion de la regla del generalizador
derecha podriamos pasar a su vez al secuente (semanticamente) equivalente

= ANoVu(v =2u Vv =2u+1).

Por razones tipogréficas hemos descompuesto la prueba en tres bloques,
hemos sustituido cada formula por un nombre y hemos recogido en una tabla a
qué féormula corresponde cada nombre:

AM Al
=7 1, Be = C Al AM Al
B = C (=€ =0 0, €= ay
Be = ¢ €= oy

Be = ay
B = a3, as (V)
Be = o

()
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Al Al
AM =¢ (v=p Al Al
=V V=L Al AM =0 o,p=>7
Al => U U A=>K =p p=>T Al
Br = A A=K =7 T, K = Qg
Br = Kk K= Qg
Br = ag
Br = as, ar (V)
Br = as
(%)
AM Al
Al =9, 0, v = B2
=7 V=B (%) ()
= P2 Be =1 (V) Br=a
= B2, Bz (V) Bs = a1
= B By = oy
=0 0=«
=«
a [o(x) [Vulzr=2uvae=2u+1) [B;|z=2y+1
ar | o) | Vu(z' =2uva' =2u+1) |y [2-:0=2-0
Qg =2yva =2y+1 0 [2:0=0
as ' =2y e | 2= 2y+0)
oy ' =2y+1 ¢ |xa=2y+0
as =2y Vva =2y +1 n |2y=2y+0
ag ' =2y 0 |2y+1=(2y+0)
ary =2 +1 K | @ =2y+2
B | #0) | Vu(0=2uvO0=2u+1) |\ |2'=Q2y+1)
B 0=2-0V0=2-041 |pu |(y+1)=2y+2
By 0=2-0 vo| 2y +2=(2y+1)
Bs 0=2-0+1 ¢ |2y+2=2y+2
Bi| o) |Vu(z=2uVvae=2u+1) |7 |2y+2=2y
Bs r=2yVr=2y+1 p |2y =2y+2
Be T =2y o |2y =2y

Para analizar la demostracién con maéas detalle escribimos explicitamente
algunas de las formulas del ultimo bloque de la prueba:

AM Al
Al =2.0=0 & ~y=5s
= Yy=0=2-0 () ()
=0=2-0 x =2y = ¢(z) r=2y+1= ¢
=0=2-0,0=2-0+1 r=2yVz=2y+1= p(x)
=0=2.0vV0=20+1 () = ¢(@)
= ¢(0) $(0) = ¢(x)

= ¢(x)

Vemos asi que el niicleo del argumento es una induccion respecto de la for-
mula
a=¢x)=Vulr=2uVr=2u+1).
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La parte derecha del arbol contiene la prueba del secuente ¢(z) = ¢(z') y la
aplicacion de la regla de induccién, que nos da el secuente ¢(0) = ¢(x). La
parte izquierda del arbol contiene la demostracion del secuente = ¢(0), que al
cortarlo con la parte derecha nos da la conclusion.

La prueba de = ¢(0) se reduce inmediatamente a la de 0 = 2 -0, lo que
a su vez requiere algunas manipulaciones técnicas, porque lo que nos dan los
axiomas de Peano es, en realidad, que 2-0 = 0.

Por su parte, la prueba del paso inductivo se reduce a probar ¢(z’) descom-
poniendo ¢(x) en dos casos, segin si x es par o impar. El caso en que x es par
se prueba en el bloque que conecta con (x), mientras que el caso en que x es
impar se prueba en el bloque que conecta con (x*). Aqui vemos el primero con
algo mas de detalle:

AM Al
=2y=2y+0 n, B = ¢ Al AM Al
r=2y=>z=2y+0 (=e¢ =2y +1=(2y+0) 0, e = aq
z=2y=2" =2y +0) 2’ =0Qy+0)=a"=2y+1

r=2y=z =2y+1
r=2y=>12 =2y, 2’ =2y+1
r=2y=>2' =2yVa' =2y+1
()

Esencialmente, consiste en probar que si x = 2y = 2y 4 0, entonces también
2’ = (2y +0) = 2y + 1. El argumento detallado requiere, ademas de los dos
axiomas de Peano concernientes a la suma, varias aplicaciones de los axiomas
del igualador. L]

Todavia conviene hacer un retoque adicional a la axiomatica de AP:

Definicion 3.4 Llamaremos £} al lenguaje formal que consta de los signos de
L, méas un relator diadico que representaremos por <. Abreviaremos:

Au<ya=Au(u<y— a), Vu<ya=Vulu<yAna).

Definimos las semiférmulas Ay de £ como las semiférmulas construidas con
el criterio siguiente:

1. Las semiférmulas atémicas son Ag.

2. Si ay B son Ag, también lo son ~a, a V 3, Au < tay Vu < ta, donde
t es un semitérmino en el que no esté la variable w.

Una formula de £ es de tipo ¥, si es de la forma
VuiAug---a o AurVuz---a,

donde « es una semiformula de tipo Ag y el nimero de cuantificadores alternados
es < n en el primer caso y < n en el segundo. Las formulas de tipo II,, son las
de esta misma forma, salvo que ahora exigimos que el nimero de cuantificadores
sea < n en el primer caso y < n en el segundo.
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Si « es una formula de £, llamamos o* a la formula de £, que resulta de
sustituir cada subsemiférmula atomica s < ¢ por Vuu+s <t (donde u es una
variable que no aparezca en s o en t). Es claro entonces que « es una formula
de tipo Ag, ¥, 0 IT,, en £ si y s6lo si a* lo es en L.

Definimos APT(®) como el calculo secuencial sobre £, cuyas reglas de in-
ferencia son las de LK mas la regla de induccion restringida a formulas de @ y
cuyos axiomas son los de AP mas los secuentes siguientes:

1) =t<t 5 =0<t

2) t1 < to,to <ty =11 =19 6) :>t§t/

3) t1§t27t2§t3:>t1§t3 7) tlgt’2:>t1§t2,t1:t’2
1) =t <t ta<t

donde t, t1, to, t3 son términos cualesquiera de £,.

Es facil ver que si S es uno de estos secuentes, entonces el secuente S* de
L, que resulta de sustituir cada féormula « por a*, es decir, de sustituir cada
semiférmula atéomica s < t por Vuu+ s =t, es un teorema de I¥;.

Todos estos teoremas son consecuencias de las propiedades basicas de la
suma, todas ellas demostrables en I3;. Por ejemplo, el altimo secuente equivale
a que la férmula

th <ty —ty <ty Vig =t

es un teorema de I3, y un esbozo de una demostracién es como sigue:

Si t1 < th, existe un z tal que z+t; = t, con lo que caben dos posibilidades,
o bien z = 0, en cuyo caso t; = t, o bien z # 0, en cuyo caso z = w + 1, para
cierto w, con lo que w+ 14+ t; = t3 + 1, luego w + t1 = ta, luego t1 < to.

Llamamos I3} al céalculo secuencial APT(®), donde @ es el conjunto de las
formulas de tipo ¥,. Notemos que [LM 5.21] junto con la equivalencia que
hemos probado entre axiomas de induccién y la regla de induccion, prueban que
en I3, también es valida la regla de induccién para férmulas de tipo II,,.

Ahora es inmediato que si un secuente S es demostrable en I3} entonces
el secuente S* es demostrable en IY,,, ya que al cambiar cada secuente S’ de
una demostracion D de S por el secuente S, todas las reglas de inferencia
siguen siendo validas, y los secuentes iniciales de D se convierten en teoremas
de I3, luego anadiendo sus demostraciones obtenemos una demostraciéon D*

de S* en IX,,.

En particular, si S es un secuente de £, entonces S es demostrable en I3,
si y so6lo si lo es en IX;}F, pues una implicacion es un caso particular de lo que
acabamos de razonar (ya que en este caso S y S* son el mismo secuente), y si
S es demostrable en IX,,, trivialmente lo es en IX;F, exactamente con la misma
demostracion. Igualmente concluimos que S es demostrable en AP si y solo si
lo es en APT.

En particular, AP (o IX,)) es consistente si y s6lo si lo es APT (o0 IZ;)).
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Maés atn, en IZ;r podemos demostrar el secuente
éx§y<—>\/uu+x:y.

Un esbozo de demostracion es el siguiente:

La implicacion # < y — Vuu + 2z = y (que es una formula X;) se prueba
en AP* por induccién sobre x. Si z = 0 tenemos que y + 0 = y y, supuesto
cierto para x, si suponemos x’ < y, entonces x < x’ < y, luego por hipotesis
de induccién existe un z tal que z +x = y. Si z = 0 entonces x = y, luego
¥ < x <2, luego x = 2/, pero en AP se demuestra que Auu # u/. Por lo
tanto z # 0, luego z = w + 1, para cierto w, y entonces w + 1 + x = y, luego
w4+’ =y, luego Vuu+ 2’ = y.

La implicacién Vuu +2 =y — = < y (que es una formula IT;) la probamos
también por induccion sobre xz. Si x = 0 tenemos que 0 < y como axioma de
AP*. Supongamos Vuu + 2’ =y y veamos que 2’ < y. Si z + 2’ = y, entonces
2 + 2 =y, luego Vuu + z = v, luego por hipétesis de induccion z < y. Si no
se cumpliera 2’ < y serfa y < &', y # 2/, luego y < x (por el axioma 7), luego
x =y, luego z +x + 1 =z, luego z + 1 = 0, contradiccion.

A partir de aqui una comprobacién rutinaria muestra que si « es cualquier
formula de £, entonces en IX] se demuestra = o <+ a*, de donde se sigue a
su vez que un secuente S de £ es demostrable en IX! (0 en AP™) si y solo si
S* es demostrable en I¥,, (o AP).

En efecto, una implicacién ya la tenemos probada y, si S* es demostrable
en I3, (o AP), entonces es demostrable en IX;} (o AP™) con la misma prueba,
pero S* es equivalente a S, luego lo mismo vale para S.

Todas estas consideraciones hacen que, a efectos, practicos, los teoremas de
AP y APT (o de IX,, e IX;}) son esencialmente los mismos, de modo que es
irrelevante considerar una u otra teoria. Sin embargo, a efectos teéricos APT
serd mucho mas conveniente.

Nota A partir de este momento, llamaremos L., AP 01%,, a LT, APT eI},
respectivamente. Siempre que escribamos s < t se entenderd que se trata de una

formula atémica y no de Vuu + s = t.

3.2 Sentencias Ay en AP(9)

Al permitir que los cuantificadores de las formulas Ag estén acotados por
términos arbitrarios y no necesariamente por variables hace que haya mas for-
mulas Ag en este sentido que no en el considerado en [LM 5.5]. Por ejemplo,
una sentencia Ag en el sentido considerado en [LM 5.5] no puede tener cuantifi-
cadores, mientras que en el sentido actual si que puede tenerlos. En esta seccion
demostraremos que toda sentencia A es demostrable o refutable en AP(2), es
decir, sin usar la regla de induccién.
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En varios enunciados sera conveniente distinguir entre un ntimero natural n
y el numeral 7 que lo representa en L,:

0=0, 1=0, 2=0", 3=0",...
Teorema 3.5 Para todo par de nimeros naturales m y n,

1. Sim =n, en AP(9) se puede probar = m = fi.

2. Sim #n, en AP(D) se puede probar m = n =.
3. Sim <mn, en AP(2) se puede probar = m <n
4. Sim >n, en AP(2) se puede probar m < n =.
5. En AP(@) se puede probar
= m+n=m+n, = mn = mn

y todas estas demostraciones pueden hacerse sin cortes esenciales (entendiendo
por cortes no esenciales aquellos cuya formula de corte es atéomica,).

DEMOSTRACION: 1) Si m = n entonces m = fi, por lo que = m = 7i es un
axioma del igualador.

2) Supongamos que m < n. El caso m > n se trata de forma similar.
Tenemos que
n—m=0=
es un axioma de Peano. La prueba dada en 2.13 del secuente
0=n—-m=n—m=20

no usa cortes esenciales. Cortando estos dos secuentes obtenemos una prueba
de
O=n—m=.

Vamos a ver que, para todo k, podemos demostrar el secuente
k=n—-—m+k=.

Lo tenemos probado para k = 0 y, si vale para k, basta cortar con el axioma de
Peano

k+l=n—m+k+1=k=n—m—k.
El caso particular £k = m nos da una demostracion de m = n =-.

3) Lo probamos por induccion sobre n. Sin = 0 necesariamente m = n = 0,
y = 0 < 0 es un axioma.

Si vale para n y se cumple m < n + 1, o bien m = n + 1, en cuyo caso
m=n+1y = m <n+1 es un axioma, o bien m < n, en cuyo caso, por
hipétesis de induccién, podemos probar = m < 7 y cortando este secuente y el
axioma = 1 < n + 1, con el axioma

<nfl=m<n+l,
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4) Si m > n, entonces n < m y n # m, luego, por los casos ya probados, en
AP(@) podemos demostrar = 7 < m y m = i =. Cortando con el axioma
<

obtenemos m < n =-.

5) Probamos el caso de la suma por induccion sobre n. Paran = 0 el secuente
= m + 0 = m es un axioma.

Supongamos que tenemos una demostracion de = m+n = m + n. Cortando
con el axioma del igualador

m+n=m+n=(m+n) =m+n+1

obtenemos = (m + 7)) = m+n+1. A su vez, cortando con el axioma del
igualador

(m+n)=m+n+1,(m+n)=m+n+1=m+n+l=m+n+1

obtenemos (m + 7)) = m+n+1=m+n+1=m+n+1, pero a su vez
= (m+n) =m+n+1 es un axioma de Peano, y cortando con él llegamos a
=m+n+l=m+n+1.

En el caso del producto, de nuevo = m-0 = 0 es un axioma. Supongamos que
podemos probar = mn = mn. Consideramos entonces el axioma del igualador

m-n+l=mn+m mn=mn=m-n+1l=mn+m
y lo cortamos con = mn = mn y con el axioma

= m-n+1=mn+m,

lo que nos da una demostracion de = m -n+ 1 = mn + m. Por el caso de la

suma, ya probado, podemos demostrar
=mn+m=mn+1),
y mediante cortes entre los dos tltimos secuentes y el axioma del igualador
m-nt+1l=ma+m,ma+m=mn+1)=m-n+l=mn+]1),

obtenemos una demostracion de = m-n+1=m(n+1). "

Definicion 3.6 A cada designador t de £, le asignamos un ntmero natural
d(t) mediante el criterio siguiente:

1. d(0) =0,

2. d(t') =d(t) + 1,

3. d(s+t)=d(s)+d(t),
4. d(s-t) =d(s)d(t).
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Notemos que d(t) no es sino el numero natural denotado por ¢ en el modelo
natural de £,, pero vemos que puede ser definido sin hacer referencia alguna a
modelos.

Teorema 3.7 Sean s y t designadores de L.

1. Sin = d(t), en AP(@) se demuestra = i = s. Ademds la prueba no
requiere cortes esenciales.

2. Si= s =t es demostrable en AP(&) sin cortes esenciales y S(x), T(x) son
términos arbitrarios, entonces S(s) =T(s) = S(t) = T(t) es demostrable
en las mismas condiciones.

3. En las mismas condiciones del apartado anterior, para toda formula o(z),
el secuente s = t, a(s) = a(t) es demostrable en AP(D) sin cortes esen-
ciales.

DEMOSTRACION: 1) Razonamos por inducciéon sobre la longitud de s. Si
tiene longitud 1, necesariamente s = 0, y n = d(0) = 0. Ciertamente = 0 = 0
es demostrable porque es un axioma.

Si s =t' y n = d(t), por hipotesis de induccion podemos probar = 71 = ¢ sin
cortes esenciales. Pero entonces d(s) =n+ 1y tenemos

=n=t n=t=n+1=s
=n+l=s

donde el corte es inesencial y el secuente superior derecho es un axioma.

Si s =t +ta, d(t1) = m y d(t2) = n, entonces d(s) = m + n y podemos
probar:
=>m=1t m=t,,n=ta=>m+n=s
n=ty=>m-+n=s

donde el secuente superior izquierdo es demostrable por hipétesis de inducciéon
y el superior derecho es un axioma del igualador. Cortando con = 7 = t2 (que
también es demostrable por hipotesis de induccion) obtenemos una demostra-
cion del secuente = m + n = s. Por el teorema anterior tenemos también que
= m +7n = m+n. Mediante cortes con los secuentes que expresan la sime-
tria y la transitividad de la igualdad (que se demuestran sin cortes esenciales)
obtenemos = m +n = s.

Si s =t - t2 se razona andlogamente.

2) y 3) se obtienen trivialmente mediante cortes inesenciales a partir de los
teoremas dados por 2.14 (que se demuestran sin cortes esenciales y, obviamente,
sin la regla de induccion). L]

Definicion 3.8 Si « es una sentencia de tipo A, diremos que es verdadera
(v lo representaremos por Fy «), si se puede probar que lo es a partir de los
criterios siguientes:
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1. Fg s =t syss d(s) = d(t),

2. Fo s < tsyss d(s) <d(t),

3. Fo —a syss no Fq «a,

4. Fga V B syss Fo a o Fqg B,

5. Fo Au < ta(u) syss para todo m < d(t) se cumple Fqg a(m).
6. Fo Vu < ta(u) syss existe un m < d(t) tal que Fq a(m).

Es claro que Fg a equivale a que « sea verdadera en la interpretacién natural
de £,, pero aqui es fundamental que Fy « esta definido en términos puramente
sintacticos, finitistas, sin hacer referencia a modelos. Siempre podemos com-
probar en un numero finito de pasos si una sentencia Ay dada es verdadera o
falsa.

Teorema 3.9 Si a es una sentencia de tipo Ao, entonces en AP(D) puede
probarse el secuente = a 0 bien o = segun si o es verdadera o falsa. Ademds
la prueba no requiere cortes esenciales.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre el niimero de signos
logicos (conectores y cuantificadores) de a.

Sia=s=toa=s<t sean m = d(s), n =d(t). Segtn el teorema 3.7
podemos probar = m = s, = 7. = t. Segin 3.5 podemos probar = m = 7 (resp.
= m < @) o bien m = i = (resp. m < 7 =) segun si « es verdadera o falsa.
A partir de aqui podemos demostrar = o« o a = mediante cortes inesenciales
con axiomas del igualador. Por ejemplo, en el caso en que se cumpla = m < n
basta considerar el axioma

m=s,n=t,m<n=s5<1t.

Si a = =, por hipotesis de inducciéon podemos demostrar = § o § = segin
si B es verdadera o falsa, y las reglas del negador nos dan una demostracion de
a = 0 = « segun si « es falsa o verdadera.

Sia=pVyyFya, entonces § o v es verdadera. Si, por ejemplo, es
verdadera £, por hipotesis de induccion podemos demostrar = 3, y la regla
derecha del disyuntor nos da = «. Si es verdadera -y el razonamiento es anéalogo.

Si, por el contrario « es falsa, entonces son falsas 8 y -, luego por hipotesis
de induccion podemos demostrar 8 = y v =, y la regla izquierda del disyuntor
nos da a =-.

Sia=Au < tB(u), sean = d(t). Si a es verdadera es que, para todo
m < n, se cumple que 3(m) es verdadera, luego por hipotesis de induccion?
podemos demostrar = S(m).

3Notemos que 8(7m) puede tener mayor longitud que «, pero tiene menos signos logicos.
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Veamos que, para todo m < n, podemos probar y < m = S(y).

Cortando los axiomas
y<0,0<y=y=0, =0<y
obtenemos y < 0 = y = 0. Por otra parte, 3.7 nos da

0=y, B(0) = B(y).
Cortando estos secuentes con y = 0 => 0 = ¢, obtenemos y < 0 = B(y).

Si podemos probar y < m = S(y) y m + 1 < n consideramos el axioma

y<m' =y<m,y=m'

También tenemos

= pm'), m'=y, M) =By), y=m'=m'=y.
Mediante cortes inesenciales llegamos a y < m’ = B(y).

En particular, para m = n tenemos una demostracion de y < 1 = [(y).
Cortando con = 7. = t y con axiomas del igualador llegamos a y < t = S(y),
desde donde ya podemos concluir:

y<t=py)
=y <t— By
Au < tB(u)

Si « es falsa, entonces existe un m < n tal que 5(m) es falsa, luego por
hipotesis de induccién podemos demostrar §(m) =. Como m < ¢ es verdadera,
por la parte ya probada podemos demostrar = m < t. La regla izquierda del
implicador nos da

m<t— B(m)=
y la regla izquierda del generalizador nos da Au <t 5(u) =

Supongamos, por tltimo, que a = Vu < tB(u) y sea n = d(t). Si a es
verdadera es que existe un m < n tal que 5(m) es verdadera, luego por hipotesis
de induccion podemos demostrar = ().

Como en el caso anterior, también podemos probar = m < ¢, y por la regla
derecha del conjuntor llegamos a = m < t A S(m). Finalmente, la regla derecha
del particularizador nos da = \u < ¢ 8(u).

Si « es falsa, entonces para todo m < n se cumple que 8(m) es falsa, luego
por hipotesis de induccién podemos demostrar 5(m) =. Ahora probamos por
induccion sobre m que podemos demostrar y < m, S(y) =.

Para m = 0 usamos como antes que y < 0 = y = 0, lo cual, combinado con

B0)=, 0=y, B80)=p), y=0=0=y,

nos da y <0, B(y) =
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Si podemos probar y < m, 8(y) = y m + 1 < n, cortamos con el axioma

y con
Bm+1)=, y=m+1 By) = Bm+1)

obtenemos y < m + 1, B(y) =

En particular podemos probar y < 1, 5(y) =, y usando = 7 = ¢t podemos
llegar a y < ¢, B(y) =. Aplicando las reglas izquierdas del conjuntor y del
particularizador llegamos finalmente a \u < ¢ B(u) =. n

El hecho de que en el teorema anterior no sea necesaria la regla de induccion
depende esencialmente de que hemos introducido axiomaticamente la relacién de
orden, pues si quisiéramos usar la definicion < y = Vuu+z = y necesitarfamos
usar propiedades de la suma que se demuestran por induccién.

3.3 Eliminaciéon de cortes

En esta seccion demostraremos una version para AP del teorema de elimina-
cion de cortes, del que extraeremos varias consecuencias de interés. En realidad
vamos a probar un teorema general aplicable a otras teorias axiomaticas distin-

tas de AP:

Definiciéon 3.10 Si & es un conjunto de secuentes en un lenguaje formal £,
llamaremos LK(&) al calculo secuencial cuyos axiomas son los de LK maés los
de &, mientras que LK;(&) sera el calculo secuencial que ademés cuenta con
los axiomas del igualador &; de LK;. Observemos que una demostracién en
LK;(6) es lo mismo que una deducciéon en LK con premisas en &, U &.

Diremos que & es cerrado para sustitucion si al sustituir una variable li-
bre por un término en todas las férmulas de uno de sus secuentes, el secuente
resultante estd también en G.

Observemos que &; cumple claramente esta propiedad, al igual que lo cumple
el conjunto de los axiomas logicos a = «, por lo que si & es cerrado para
sustitucion, la sustitucion de una variable libre por un término en un axioma de

LK(G) es de nuevo un axioma de LK(&).

Vamos a trabajar simultdneamente en dos contextos diferentes: o bien en un
sistema LK (&) sobre un lenguaje formal arbitrario (lo que incluye en particular
a los sistemas LK;(&)) o bien en un sistema LK(S&) + ®-IND, donde & es un
conjunto de secuentes en el lenguaje £, de la aritmética de primer orden (o una
extension suya) y el sistema indicado es el que resulta de anadir a LK(&) la
regla de induccion restringida a férmulas de una cierta clase ®. En particular,
esto incluye a la aritmética de Peano? AP(®) con la induccién restringida a ®.

4Y podemos considerar tanto el caso en que L4 tiene el relator < como el caso en que la
relaciéon de orden se define a partir de la suma.



3.3. Eliminacién de cortes 79

Asi pues, podemos distinguir entre aziomas ldgicos (los de LK), aziomas del
igualador (los axiomas adicionales de LK;) y aziomas propios (los de & que no
sean axiomas del igualador).

Por otra parte, las reglas de inferencia se clasifican en estructurales (debi-
litacion y corte), ldgicas (las de LK) y, en el caso aritmético, tenemos ademas
una regla de inferencia propia (la de induccion).

Supondremos que & es cerrado para sustitucién, lo cual se cumple en parti-
cular en el caso aritmético cuando & es el conjunto de los axiomas del igualador
y los axiomas de Peano considerados en el teorema 3.3. En el caso aritmético su-
pondremos también que P es cerrado para sustitucion (lo cual se cumple cuando
® es el conjunto de todas las formulas de £,, y también cuando es el conjunto
de las formulas 3,,, para un cierto n).

En este contexto se cumple la variante siguiente del teorema 2.25:

Teorema 3.11 Sea & un conjunto de secuentes cerrado para sustitucion y
sea D una demostracion en LK(G)(4+P-IND, con ® cerrado para sustitucion).
Sea x una variable libre que no sea usada en D como variable propia y t un
término que no contenga ninguna variable propia de ninguna inferencia en D.
Entonces, al sustituir todas las apariciones de x en D por t queda una demos-
tracion del secuente que resulta de sustituir x por t en el secuente final de D.

DEMOSTRACION: La prueba es la misma que la de 2.25, sin méas que observar
que sigue siendo cierto que al sustituir  por ¢ en un axioma seguimos teniendo
un axioma, y que las consideraciones hechas en 2.25 para la regla izquierda del
particularizador valen igualmente para la regla de induccién. m

La definicion 2.26 de demostracion regular se extiende de forma obvia al
contexto general que estamos considerando aqui:

Definiciéon 3.12 Una demostracion en LK(&)(4®-IND) es regular si una mis-
ma, variable no aparece como variable propia de dos aplicaciones de la regla
derecha del generalizador, o de la regla izquierda del particularizador o de la
regla de induccion, y ademas, la variable propia de una aplicacién de cualquiera
de estas reglas s6lo aparece en los secuentes situados por encima de la regla.

Teorema 3.13 S5i S es un conjunto de secuentes cerrado para sustitucion, toda
demostracion en LK(G)(+®-IND, con ® cerrado para sustitucion) puede trans-
formarse en una demostracion reqular del mismo secuente sin mds que cambiar
unas variables propias por otras.

DEMOSTRACION: La prueba es la misma que la de 2.27, sin mas que anadir
algunas consideraciones adicionales. Por simplicidad repetimos aqui el argu-
mento completo:

Basta tener en cuenta que si en una demostraciéon D cambiamos todas las
apariciones de una variable libre x por otra y que no aparezca en D, el resul-
tado es una nueva demostracion. En efecto, basta observar que cada regla de
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inferencia sigue siendo valida cuando una variable libre es sustituida por otra
nueva, y que si cambiamos una variable por otra en un axioma obtenemos otro
axioma.

Asi pues, dada una demostraciéon D, para cada secuente S que resulte de una
aplicacién de una regla derecha del generalizador, o de una regla izquierda del
particularizador o de induccién, consideramos la subdemostracién D’ formada
por los secuentes de D situados sobre S, que es en si misma una demostraciéon
de S.

Si la regla es una regla de un cuantificador y en D’ cambiamos la variable
propia por otra que no aparezca en D, obtenemos una nueva demostracion D]
de S (pues la variable propia no esta en S), mientras que si se trata de una regla
de induccién

ay), ' = A, a(y')

a(0), T = A, aft) ’
en principio la variable y puede estar en ¢, pero no en «(0), I' 0 A, luego, si
llamamos z a la variable nueva, sucede que la inferencia

a(z), T = A, a(2))
a(0), T = A, at) ’

donde no hemos modificado ¢, sigue siendo valida, por lo que igualmente obte-
nemos una demostracion D} del mismo secuente S.

Al cambiar D’ por D] en D obtenemos otra demostracion Dy con el mismo
secuente final en la que la aplicacion de la regla considerada cumple ya la defini-
cion de regularidad. Ahora pasamos de Dy a otra demostracién D5 considerando
la variable propia de otra regla, y asi hasta que todas las variables propias cum-
plan lo requerido por la definicién de regularidad. L]

El concepto de hilo de una demostracion, definido en 2.28, vale obviamente
en este contexto, pero podemos afinar méas y seguir la evoluciéon en una de-
mostracién de cada férmula concreta. Para ello introducimos los conceptos
siguientes:

Definiciéon 3.14 Diremos que una férmula o de un secuente superior de una
regla de inferencia es un ascendiente inmediato de una féormula 8 del secuente
inferior (o que 3 es un descendiente inmediato de «) si se da alguno de los casos
siguientes:

1. Si a es una férmula colateral de la regla, su tnico descendiente es la
férmula colateral idéntica en el secuente inferior.

2. Si « es una férmula auxiliar de una regla distinta de la de corte o induc-
cion, su dnico descendiente inmediato es la formula principal. En el caso
de la regla de induccion, el descendiente de la formula auxiliar izquierda
(derecha) es la formula principal izquierda (derecha).

Asi, las formulas de corte son las tnicas formulas en los secuentes superiores
de una regla de inferencia que no tienen descendiente inmediato, y las férmulas
principales de las reglas de debilitaciéon son las tnicas féormulas en el secuente
inferior de una regla que no tienen ascendiente inmediato.
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Un poco méas en general: las formulas de una demostracion que no tienen
ascendiente inmediato son las de los secuentes iniciales y las féormulas princi-
pales de una regla de debilitacion, mientras que las féormulas que no tienen
descendiente inmediato son las del secuente final y las formulas de corte. Salvo
estos casos, toda formula tiene un tnico descendiente inmediato y uno o varios
ascendientes inmediatos.

En la demostracion del ejemplo de la pagina 68, cada descendiente de una
formula se nombra con la misma letra y otro subindice, si no se trata de la
misma férmula.

Una fibra en una demostracion es una sucesion de formulas de la demostra-
cién, cada una de las cuales es descendiente inmediato de la anterior, de modo
que la primera no tenga ascendiente inmediato y la tltima no tenga descendiente
inmediato.

Una formula o es un ascendiente de otra formula 3 en una deduccion® si
ambas forman parte de una misma fibra, y « aparece en ella antes que (.
Diremos que « es un ascendiente directo de 8 (o que B es un descendiente
directo de «) si ademas son la misma férmula.

Notemos que las tnicas féormulas con ascendientes directos son las férmulas
colaterales de las reglas de inferencia.

Para determinar los cortes que pueden ser eliminados de una demostracion
introducimos el concepto de profundidad de una férmula:

Definicion 3.15 La profundidad de una férmula o en una demostracion D, que
representaremos por p(«; D), o simplemente por p(«), es un nimero natural o
bien —oo, y esta determinada inductivamente por las reglas siguientes (en las
que adoptamos el convenio de que —oo es menor que todo ntimero natural y que
—00+ 1= —o00):

1. Si « estd en un axioma de de G o es una féormula principal de una regla
de induccion, entonces p(a) = 0.

2. Si «r estd en un axioma logico entonces p(a) = 1.
3. Si « es la formula principal de una regla de debilitacion, p(a) = —oo.

4. Si « es la formula principal de una regla de inferencia logica, p(«) es
una unidad mayor que el méaximo de las profundidades de las férmulas
auxiliares de la regla.

5. Si a es una formula colateral® del secuente inferior de una regla de inferen-
cia, p(a) es el méximo de las profundidades de sus ascendientes inmediatos.

5Notemos que estos conceptos no dependen tnicamente de las férmulas, sino de su posicién
en la demostracion.

6Notemos que una férmula colateral del secuente superior de una regla de inferencia puede
coincidir con la férmula principal. En tal caso, su descendiente en el secuente inferior se
considera como férmula principal y su profundidad se calcula segtn el caso precedente.
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En particular es claro que una férmula tiene profundidad —oo si y sélo si to-
das las fibras a las que pertenece empiezan en féormulas principales de reglas de
debilitacion, y la profundidad es 0 si y sélo si todas empiezan en férmulas prin-
cipales reglas de debilitacién o en un ascendiente directo que esta en un axioma
propio o del igualador o es una formula principal de una regla de induccion (y
uno de los dos tltimos casos se da al menos una vez).

Por otra parte, la profundidad de una férmula atémica no puede ser mayor
que 1, pues no puede tener ascendientes en el caso 4), y es 1 si y s6lo si pertenece
a alguna fibra que empieza en un axioma logico.

La profundidad de un corte es el minimo de las profundidades de las dos
formulas de corte.

Es facil ver que todos los cortes de la demostracion del ejemplo de la péa-
gina 68 tienen profundidad 0. En el caso del corte inferior, cuya féormula de
corte es 3, ello se debe a que la formula de corte derecha tiene profundidad 0
porque es una féormula principal de la regla de induccién.

Diremos que un corte estd fijo en una demostracion si se cumple una de las
dos condiciones siguientes:

1. La formula de corte no es atémica y el corte tiene profundidad 0.

2. La férmula de corte es atémica y tiene profundidad 0 en los dos secuentes
superiores del corte.

Los cortes que no estan fijos se llaman libres. Explicitamente, un corte estéa
libre en una demostraciéon si cumple una de las dos condiciones siguientes:

1. La profundidad del corte es distinta de O.

2. La formula de corte es atémica y en uno de los dos secuentes superiores
tiene profundidad 1.

Vamos a probar que todo secuente demostrable admite una demostracion
sin cortes libres. La demostracién del ejemplo de la pagina 68 no tiene cortes
libres.

Observacion Un hecho que usaremos a menudo sera el siguiente: Suponga-
mos que tenemos dos cortes A y B en dos demostraciones respectivas con la
misma férmula de corte, de modo que la profundidad de ésta en cada secuente
superior de A sea mayor o igual que en el secuente correspondiente de B. En-
tonces, si el corte A esta fijo, la tnica posibilidad para que B esté libre es que
tenga profundidad —oo.

En efecto, sabemos que el corte A tiene profundidad 0, y la profundidad de
B es claramente menor o igual. Sino es —oo, entonces sigue siendo cero, pero la
dnica posibilidad para que un corte de profundidad 0 sea libre es que la féormula
de corte sea atomica y en uno de los secuentes tenga profundidad 1, pero, siendo
atomica, la formula de corte tiene profundidad 0 en los dos secuentes superiores
de A, luego no puede tener profundidad 1 en ningtn secuente de B. L]
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Veamos ahora un primer caso sencillo de eliminacién de cortes:

Teorema 3.16 Sea D una demostracion de un secuente S y sea S’ un secuente
obtenido a partir del anterior eliminando (tal vez) algunas férmulas, pero todas
en su caso de profundidad —oco en D. Entonces existe una demostracion D’ de
S’ tal que:

1. D’ no tiene cortes de profundidad —oo,

2. Para cada corte que pueda haber en D' hay otro en D de profundidad
mayor o itgual. Y si el primero estd libre el sequndo también lo estd.

3. La profundidad de cada férmula de S’ en D’ es menor o igual que su
profundidad en D.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre el nimero de reglas de
inferencia de D y probamos ademés que dicho ntimero es menor o igual en
D’ que en D. Si D consta de un tnico secuente (inicial), entonces todas sus
formulas tienen profundidad 0 o 1, luego no hay ninguna férmula eliminable y
el resultado es trivial. Suponemos, pues, que D tiene inferencias, y vamos a
distinguir casos segiin cudl sea la tltima regla usada.

Supongamos que la ultima regla es de debilitacién, por ejemplo la regla
derecha, aunque el caso de la regla izquierda es totalmente analogo. Pongamos:

D,

'=A
T=Aa
donde Dg es la demostracion del secuente I' = A que resulta de eliminar la
altima inferencia. Entonces « tiene profundidad —oo en el secuente final .S,
luego puede estar en S’ 0 no. Por hipotesis de induccion existe una demostracion
D|, de TV = A’ sin cortes de profundidad —oo, con a lo sumo tantas inferencias
como Dy, etc. Si « no esta en S’ basta tomar D’ = D{, y esta en S’ obtenemos

D’ a partir de D{ introduciendo « por debilitacion. Es claro que el namero de
inferencias de D’ es menor o igual que el de D y cumple todo lo requerido.

Supongamos ahora que la ultima regla es la regla izquierda del disyuntor:
Dy D

a, I'= A 5, I'=A
aVvpg I'=s A

Distinguimos dos casos:

a) Si a V § es una de las formulas eliminadas, entonces su profundidad tiene
que ser —oo, luego también lo es la de o y B en los secuentes superiores. Por
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hipoétesis de induccién, de cualquiera de las demostraciones Dy y Do se puede
extraer una demostracion de IV = A’ que claramente cumple lo requerido.
(Notemos que al quedarnos solamente con una de las dos ramas de ascendientes
de Ty A, es posible que la profundidad de sus formulas disminuya, porque éstas
pierden antecedentes.)

b) Si a V B no tiene que ser eliminada, por hipdtesis de inducciéon podemos
conseguir pruebas D] y D} de los secuentes o, IV = A’ y 8, T = A’ respectiva-
mente, que a su vez se combinan mediante la regla izquierda del disyuntor para
obtener la prueba requerida. Observemos que como cada D} tiene a lo sumo
tantas reglas de inferencia como D;, lo mismo vale para D’ y D. Las demaés
propiedades requeridas se cumplen también trivialmente.

Si la ultima inferencia es cualquiera de las otras reglas de inferencia logicas,
el razonamiento es totalmente analogo.

Supongamos ahora que la dltima inferencia es un corte:

D, Doy

= A« a,l'= A
r=A

Por hipotesis de induccién existen demostraciones D] y D} de los secuentes
reducidos IV = A’ a y a, IV = A’ en las condiciones del enunciado. Si «
no tiene profundidad —oco en ninguna de estas dos demostraciones, podemos
combinarlas mediante la regla de corte y obtenemos una prueba de IV = A’ en
las condiciones requeridas. Aqui tenemos en cuenta la observacion precedente
al teorema, pues la profundidad de « en cada secuente del corte final de D’ es
menor o igual que la que tenia en D, luego si el corte estaba fijo en D, sigue fijo
en D'

Si « tiene profundidad —oo en una de las demostraciones D}, no podemos
hacer esto, porque la prueba final tendria entonces un corte de profundidad —oo
en contra de lo requerido, pero como el namero de inferencias de D} es menor
que el de D, podemos usar por segunda vez la hipdtesis de induccién para
obtener una prueba de I' = A’ en las condiciones requeridas. (Nuevamente,
la profundidad de cada férmula en el secuente final puede disminuir al haber
eliminado todos sus ascendientes en una de las dos ramas.)

Falta considerar la posibilidad de que la ultima inferencia sea la regla de
induccion en el caso aritmético, pero este caso no ofrece ninguna dificultad,
pues las dos férmulas principales tienen profundidad 0, luego no son eliminables.
Basta aplicar la hipotesis de induccion al secuente superior y luego completar
la demostracion obtenida con la regla de induccién. L]

El niicleo de la prueba del teorema de eliminaciéon de cortes libres es el
resultado siguiente:
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Teorema 3.17 Sea & un conjunto de secuentes cerrado para sustitucion y
sea D una demostracion en LK(&)(+®-IND, con ® también cerrado para susti-
tucion) cuya dltima inferencia sea un corte libre de profundidad < p, con p >0
y de modo que cualquier otro corte libre en D tenga profundidad < p. Entonces
ezxiste una demostracion D* del mismo secuente final cuyos cortes libres tienen
todos profundidad < p y de modo que la profundidad de cada formula en el
secuente final de D* es menor o igual que su profundidad en D.

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.13, cambiando unas variables propias
por otras podemos pasar a una demostracion regular. Es claro que con ello no
alteramos la profundidad de las férmulas, luego podemos suponer que la prueba
D de la que partimos es regular. En particular, las variables libres del secuente
final no se usan nunca como variables propias.

La demostracion D tiene la forma
D, D,

I'= A e e, = A
'=sA

donde Dy y D representan las demostraciones de los dos secuentes superiores
del corte. Si las dos férmulas de corte tienen profundidad < p, no hay nada
que probar, asi que suponemos que una de ellas tiene profundidad p y que
la otra tiene profundidad > p. Ademas tenemos que todos los cortes de las
demostraciones D, y D5 tienen profundidad menor que p.

Distinguimos casos segtn la estructura logica de la formula e. Dejamos para
el final el caso en que sea atémica. Si € no es atomica, no puede ser p =0 (o el
corte seria fijo), luego p > 1.

Supongamos que € = —«. Consideremos los ascendientes directos de —a en
la demostracion D;. Los que no tienen a su vez un ascendiente directo pueden
ser de los tipos siguientes:

1. Foérmulas principales de reglas derechas de debilitacion (que tienen pro-
fundidad —o0).

2. Féormulas de secuentes de axiomas de & o férmulas principales de una
regla de induccion (que tienen profundidad 0).

3. Formulas principales de reglas derechas del negador (que pueden tener
cualquier profundidad no nula).

Descartamos que —« esté en un axioma logico porque éstos sblo tienen for-
mulas atomicas. Como —« tiene que tener al final profundidad > 1, se tiene que
dar al menos una vez el caso 3).

Cada vez que se da este caso modificamos la inferencia del negador convir-
tiéndola en
a, TV = A/
a, V= A —a
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es decir, mantenemos « en el antecedente, con lo que sigue siendo una regla vé-
lida, pero ahora es una regla derecha de debilitaciéon y —« tiene profundidad —oo,
mientras que la profundidad de « en el secuente inferior es una unidad inferior
a la de -« en el secuente final de Dy.

A partir de aqui anadimos « como féormula colateral en los antecedentes de
todos los secuentes posteriores hasta llegar al secuente final de la prueba. Las
reglas de inferencia que tengan sélo un secuente superior siguen siendo validas
de este modo, mientras que las que tengan dos secuentes superiores, si a uno
de ellos le falta « en el antecedente, tendremos que anadirselo por debilitaciéon
para que siga encajando. Por ejemplo, una regla izquierda del disyuntor como

o, T'= A, -« B8, T'= A, —~«
o VvVE, T = A -«

cuyo secuente superior derecho (por ejemplo) tenga por encima una regla de
introduccién del negador, pero no asi el izquierdo, se transforma en

o, T'= A, ~«
a,d, T'= A, -« a, B, T = A, ~«
a, vV, I'= A, ~«

De este modo obtenemos una demostracion valida D] de «, I' = A, -« con las
caracteristicas siguientes:

1. La profundidad de —« en el secuente final es < 0, pues ya so6lo tiene ascen-
dientes directos procedentes de axiomas de & o de formulas principales de
reglas de induccién o debilitacién.

2. La profundidad de las formulas de I' y A en D} es la misma que su
profundidad en Dy, pues no hemos alterado sus ascendientes directos ni
las reglas que los originan.

3. La profundidad de los cortes libres de D} es < p, porque lo es la de Dy y
no hemos modificado la profundidad de ningin corte.

4. La profundidad de « en el secuente final de D} es una unidad inferior a la
profundidad de —« en el secuente inferior de Dy. En particular, si =« tiene
profundidad p en el secuente final de Dy, entonces « tiene profundidad < p
en el secuente final de Dj.

Si la profundidad de —« en el secuente final de D] es —o0, el teorema anterior
nos da una demostracion D} de «, I' = A. Si la profundidad es 0 construimos
DY como sigue:

Do

Dy
: -, I'= A

a, I'= A, -« o, o, I'= A
a, I'= A
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Como la profundidad de —« en el secuente final de Do es > 1 (luego no es
—00) y en el secuente final de D] es 0, concluimos que el corte es fijo, y todos los
cortes libres de la prueba tienen profundidad menor que p. Ademaés, con cual-
quiera de las dos construcciones alternativas de DY, si —« tiene profundidad p
en el secuente final de D1, entonces « tiene profundidad < p en el secuente final
de DY.

Simétricamente podemos construir una prueba D5 del secuente I' = A, «
con cortes libres de profundidad < p y de modo que si -« tiene profundidad p
en el secuente final de Dy entonces « tiene profundidad < p en el secuente
final de D}. Uniendo DY y D mediante un corte (que tendra necesariamente
profundidad < p, porque —a tiene profundidad exactamente p en el secuente
final de D; o en el de D3) obtenemos una prueba D* deI" = A en las condiciones
requeridas.

Supongamos ahora que € = « V 3. Los ascendientes directos de € en D que
no tienen a su vez ascendientes directos tienen que estar en uno de los mismos
tres casos del caso anterior salvo que ahora en 3) hemos de considerar la regla
derecha del disyuntor. Como la profundidad de € en el secuente final de D
tiene que ser > 1, al menos una vez se emplea esta regla.

Obtenemos una demostracion D/ del secuente I' = A, «, 8, V § cam-
biando cada regla derecha del disyuntor que introduzca un ascendiente directo
de € por

I'=s A, a,p
I'= A a 8,aVy

lo que la transforma en una regla de debilitacién. En las formulas posterio-
res mantenemos el « y el 8 adicionales y, cuando deban enlazarse con otros
secuentes, intercalamos reglas de debilitacion para anadir « y (8 si es preciso.

Es claro que D} cumple las propiedades analogas a las propiedades 1 — 4 del
caso anterior, con los cambios obvios: la profundidad de o V 3 en su secuente
final es < 0y, si a V f tiene profundidad exactamente p en D;, entonces o'y 3
tienen ambas profundidad < p en el secuente final de D].

Si la profundidad de o V 8 en el secuente final de D] es —co usamos el
teorema anterior para obtener una demostracion DY de I' = A, «, 3. Si la
profundidad es 0 construimos DY como sigue:

Dy
D
aVp T —A
I'=A o B,aVvy aVp,T'=sA a

'=A a,p

Como en el caso anterior, el corte es fijo y los cortes libres de Dy tienen
profundidad menor que p. Ademés, si a V (8 tiene profundidad p en D; entonces
a 'y (3 tienen profundidad < p en Dj.
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En este punto se rompe la simetria del caso anterior. A partir de Do podemos
construir dos demostraciones DS y Dg de los secuentes a@ V S, a, ' = A
vy aV B, 3, T = A, respectivamente, reemplazando cada regla izquierda del
disyuntor en Dy por

a, I’ = A ) ﬁ, I = A/
aV i, o l’ = A aVp, 8, T = A

respectivamente, suprimiendo en cada caso uno de los secuentes superiores de la
regla con todos los situados sobre él en la prueba, e introduciendo reglas de de-
bilitacion de forma oportuna. Observemos que, al haber suprimido fragmentos
de demostracion, la profundidad de cada féormula de IV o A’ en las reglas trun-
cadas del disyuntor puede disminuir, y con ella la de sus descendientes, luego
la profundidad de las formulas de I' o A en el secuente final de D$ o Dg puede
ser menor o igual que en el secuente final de Ds.

Por el mismo motivo, la profundidad de los cortes puede disminuir, pero,
por la observacion previa al teorema anterior, si algin corte fijo pasara por ello
a ser libre, lo seria de profundidad —oo, luego no dejaria de cumplirse que los
cortes libres de DS y Dg tienen todos profundidad < p.

Como en los casos anteriores, la profundidad de a vV 3 es ahora < 0 y, si
«a V f tiene profundidad p en el secuente final de Do, entonces o y [ tienen
profundidad < p en los secuentes finales de DS y Dg .

Si la profundidad de o V 3 en el secuente final de D§ o Dg es —oo el teorema
anterior nos da una demostracion D5 o D;B dea,I'=> A0S, I'= A. Sila
profundidad es 0 podemos construir la prueba eliminando a V 3 con un corte fijo
con D;. Si la profundidad de a V 3 en el secuente final de Ds es p, entonces la
profundidad de « 0 § en el secuente final de DX o D'zﬂ es < p. La demostracién
siguiente cumple todo lo requerido:

Dif
DY :
5, T'= A Dy
'=A a,p 5, T=A « :
I'=A « a, I'= A
'=A

Supongamos ahora que € = \/u a(u). Razonando como en los casos anterio-
res, transformamos cada aplicaciéon en Dy de la regla izquierda del particulari-
zador que genera un ascendiente directo de € pasando de

aly;), IV = A/
Vua(u), I = A’

aly), T/ = A/
Vua(u), aly), I’ = A"
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donde y es una variable que no aparezca en D, con lo que ahora estamos em-
pleando la regla de debilitaciéon, y la variable y ya no es una variable propia de
la demostracion. Sustituimos todas las variables propias y; de todas las aplica-
ciones de la regla (que seran distintas entre si, pues estamos suponiendo que la
demostracion D es regular) por la misma variable y.

En los secuentes que estédn por encima del secuente superior de la regla cam-
biamos también y; por y, con lo que obtenemos una demostracién del secuente
a(y), I = A’ en virtud del teorema 3.11. En los secuentes que estan por debajo
del secuente inferior anadimos «(y) y, cuando se combinan con otras ramas de la
demostracion, intercalamos aplicaciones de la regla de debilitaciéon que anadan
a(y) en los lugares oportunos.

Con esto obtenemos una demostracion D} de Vua(u), a(y), I' = A, de la
cual obtenemos del modo usual una demostracion Dj de a(y), I' = A. Expli-
citamente:

D,
Dy
I'= A, Vua(u)
a(y), T = A, Vua(u) Vua(u),a(y),T = A

aly), T = A

Como siempre, la profundidad de los cortes libres de D} es < p y si € tiene
profundidad p en el secuente final de D, entonces a(y) tiene profundidad < p
en el secuente final de D}. Ademaés la profundidad de las féormulas de 'y A en
el secuente final de DY es la misma que en el secuente final de Ds.

Como y no es una variable propia de la demostracion, el teorema 3.11 nos
da que si t es un término que no contenga ninguna variable propia de Dj, el
arbol D} (t) que resulta de sustituir y por ¢ en todos los secuentes de D es una
demostracion de a(t), I' = A en la que las férmulas y cortes tienen la misma
profundidad que sus correspondientes en DY

Ahora tomamos D; y cambiamos cada inferencia de la forma

"= A/, at;)
' = A/, Vua(u)

por
Dy (t:)
I = A, a(t) alt), T = A
I".T=ALA, o) o), I.T=A,A

I'T'=A" A
I' T = A", A Vua(u)

En los secuentes inferiores afiadimos las formulas de T'y A y Vua(u) y, para
enlazar con otras ramas, intercalamos reglas de debilitaciéon cuando es preciso.
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El resultado es una demostracion D} del secuente I' = A, Vua(u) en la que
Vu a(u) tiene profundidad < 0 y donde la profundidad de las formulas de T''y A
es menor o igual que su profundidad en el secuente final de D;. Como en el caso
del disyuntor, aunque algin corte fijo pasara a ser libre, su profundidad seria
—00, por lo que no alteraria que la profundidad de los cortes libres en D} es < p
por serlo en D;. De esta demostracion obtenemos D*, bien por aplicacion del
teorema anterior, o bien eliminando \/u a(u) con un corte fijo con Ds.

El caso en que o = /\u3(u) es completamente analogo al precedente.

Ahora suponemos que la férmula € es atémica, con lo que su profundidad
no puede ser mayor que 1. Como el corte final es libre, p = 0,1, luego los
ascendientes directos de ¢ en D; o Dy que no tienen a su vez ascendientes
directos pueden estar en axiomas € = ¢, en axiomas de &, o bien ser férmulas
principales de reglas de debilitaciéon o induccion. Transformamos D7 como sigue:

Cada axioma logico € = € lo reemplazamos por
D,

e, = A
e = A ¢

de modo que la profundidad de € en el consecuente final es —oo. Anadiendo
I" y A en los secuentes posteriores e introduciendo reglas de debilitacion para
enlazar ramas obtenemos una demostracion D] de T’ = A, € en la que ahora la
profundidad de € es < 0, pues ya no tiene ascendientes directos en axiomas 16gi-
cos. Como ninguna férmula pierde ascendientes, las profundidades de férmulas
distintas de € no se ven alteradas, luego los cortes libres de D} proceden todos
de cortes libres en D; y Ds, luego todos tienen profundidad < p.

Del mismo modo formamos una demostracion D) de e, I' = A en las mismas
condiciones. Si en uno de los dos casos la profundidad de € es —o0, el teorema
anterior nos da la prueba requerida. En caso contrario, unimos las dos formulas
con un corte fijo y la prueba concluye igualmente. L]

Aplicando sucesivamente el teorema anterior podemos reducir la profundidad
maxima de los cortes libres en una demostracion:

Teorema 3.18 Sea G un conjunto de secuentes cerrado para sustitucion y sea
D wuna demostracion en LK(S)(+®-IND, con ® también cerrado para sustitu-
cion) cuyos cortes libres tengan todos profundidad < p, con p > 0. Entonces
existe una demostracion D' con el mismo secuente final, cuyos cortes libres tie-
nen todos profundidad < p y la profundidad de cada formula en el secuente final
de D' es menor o igual que en el secuente final de D.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre el nimero de cortes libres de profundi-
dad d que contiene la demostracion. Sino hay ninguno no hay nada que probar.
En caso contrario tomamos un corte libre de profundidad p que no tenga ningin
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otro sobre si. Si llamamos Dy a la parte de D que queda sobre el secuente in-
ferior del corte, se trata de una prueba en las condiciones del teorema anterior,
que nos da una prueba D{, cuyos cortes libres tienen todos profundidad < p. Al
sustituir Dy por D}, en D obtenemos otra prueba D’ del mismo secuente.
Observemos que la profundidad de cualquier formula de D’ bajo el secuente
final de D es menor o igual que su profundidad en D, por lo que la profundidad
de los cortes libres (posteriores), en caso de variar, disminuye, luego no puede ser
que ninguno pase a tener profundidad > p. Por el argumento habitual, si algin
corte fijo pasara a ser libre por este cambio, lo seria de profundidad —co < p.
Asi pues, D’ tiene un corte menos de profundidad p, luego por hipotesis de
induccién existe la demostracion requerida. m

A su vez, ahora podemos aplicar sucesivamente el teorema anterior para
eliminar todos los cortes libres de una demostracion:

Teorema 3.19 (De eliminacién de cortes libres) Sea & un conjunto de se-
cuentes cerrado para sustitucion y S un teorema de LK(&)(+®-IND, con ®
también cerrado para sustitucion). Entonces S admite una demostracion sin
cortes libres.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior podemos conseguir una demostra-
cion de S cuyos cortes libres (en caso de tenerlos) tengan todos profundidad
—00. Si los hay, aplicamos 3.16, que nos da una prueba sin cortes libres. =

Veamos una primera consecuencia no trivial de este resultado, pero antes
necesitamos una definicion:

Definicion 3.20 Un conjunto ® de féormulas de un lenguaje formal es cerrado
para subférmulas si cuando « es una féormula de @, 5 es una subsemiférmula de «
y 3’ es una féormula resultante de sustituir por términos las variables ligadas de
B que aparezcan libres en 3, entonces 3’ estd en ®.

Obviamente el conjunto de todas las férmulas de un lenguaje formal es ce-
rrado para subférmulas. También lo es el conjunto de las formulas Ag de L,
pues cualquier subsemiférmula de una féormula Ay es una semiféormula Ag, y al
sustituir por términos las variables ligadas que aparecen libres en ella obtenemos
una formula Ag. Lo mismo sucede (por el mismo argumento) con el conjunto
de las formulas ¥, o II,, de L.

El interés de esta propiedad reside en que si ® es un conjunto cerrado para
subférmulas y la férmula principal de una regla de inferencia logica esta en @,
entonces las formulas auxiliares también lo estan.

En efecto, en el caso de las reglas del negador o el disyuntor, las formulas
auxiliares son subférmulas de la férmula principal, luego tienen que estar en .
En el caso de las reglas de los cuantificadores, las formulas auxiliares resultan
de eliminar el cuantificador y de sustituir por un término la variable ligada que
pasa a estar libre, luego también estan en ®.
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Teorema 3.21 Sea ® un conjunto de formulas de cerrado para sustitucion y
para subformulas y sea & un conjunto de secuentes cerrado para sustitucion cu-
yas formulas estén todas en ®. Entonces, todo secuente formado por formulas de
® demostrable en LK(S)(+®-IND ), admite una prueba formada exclusivamente
por formulas de P.

DEMOSTRACION: Basta considerar una demostracion sin cortes libres, segtin
el teorema anterior. Como todos los cortes estan fijos, todas las formulas de
corte tienen profundidad 0, luego cada una de ellas debe tener un ascendiente
directo que esté en un axioma de & (o sea una formula principal de una regla
de induccion). Por lo tanto, todas las formulas de corte estan en ®.

El hecho de que ® sea cerrada para sustitucion y para subférmulas implica
claramente que todo ascendiente de una formula de ® est4 en ® (en el caso de
los ascendientes por una regla de induccion es trivial porque, como la induccién
esta restringida a férmulas de ® y ® es cerrado para sustitucion, siempre se
cumple que las formulas auxiliares y las férmulas principales de una regla de
induccion estan en ®).

Reciprocamente, si en la prueba hubiera una férmula que no estuviera en P,
ninguno de sus descendientes estaria en ®, pero su linea de descendientes tiene
que terminar forzosamente en una féormula de corte o en el secuente final, y
ambos casos son imposibles. L]

Todas las consecuencias que vamos a extraer del teorema de eliminacién
de cortes libres las obtendremos en realidad del caso particular siguiente del
teorema anterior:

Teorema 3.22 Si una formula o de tipo %, (con n > 1) es demostrable en
13X, entonces existe una demostracion del secuente = « en 1X,, en la cual sélo
intervienen formulas de tipo 3,.



Capitulo IV

La aritmética recursiva
primitiva I

La aritmética recursiva primitiva (ARP) es una de las teorias axiomaticas
formales mas débiles en las que se puede formalizar la aritmética basica. Los
teoremas formalizables en ARP son los teoremas demostrables mediante argu-
mentos finitistas en el sentido mas estricto del término. Vamos a describirla y
analizarla con detalle.

4.1 El lenguaje de ARP

Para enfatizar la naturaleza estrictamente finitista de ARP, vamos a cons-
truir su lenguaje formal subyacente sobre un alfabeto formado Gnicamente por
dos signos (esto puede hacerse con cualquier lenguaje formal numerable, pero
en realidad no tiene trascendencia alguna).

Letras Consideramos un alfabeto formado por dos letras: ay 8. Una cadena
alfabética es una sucesion finita de letras, como:

aafapp,  BafaaBppp,  ete.

Si (3 v (2 nombran dos cadenas alfabéticas, escribiremos (3 = (3 para indicar
que son idénticas, es decir, que constan de las mismas letras en el mismo orden.

Si (1,...,(, son cadenas alfabéticas, entonces (i ---(,, denotard su yuxta-
) ) )

posicion, es decir, la cadena que empieza con los signos de (7, seguidos de los

signos de (2, etc.

Palabras Llamaremos palabras a las cadenas alfabéticas siguientes:
0=p, S=pa, v=pLan, P=paana,

C = Bacaq, k= Baccaa, p=PLacccan, == [facccac.

93
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Una cadena verbal es una yuxtaposicién de palabras. Por ejemplo,

vor00S = BaafaafacaaaBBfa.

Nota Es facil disenar un algoritmo que, dada una cadena alfabética, determine
si empieza o no por una palabra' y, en tal caso, que determine cuél es y en qué
punto de la cadena termina. Es tan simple como que la primera letra debe ser 8
y a continuacioén tiene que haber un niamero de a’s entre 0 y 7. Si no es asi, no
empieza por una palabra y, si es asi, la palabra termina donde viene la siguiente
[ si la hay o es toda la cadena dada si a continuaciéon ya no hay maés letras.
Aplicando repetidamente este algoritmo podemos determinar si una cadena
alfabética dada es o no una cadena verbal y, en caso afirmativo, determinar la
sucesion de palabras que la forman, que estd univocamente determinada. =

Sintagmas Vamos a llamar sintagmas a ciertas cadenas verbales. Concreta-
mente, a las de los tipos siguientes:

Numerales Llamaremos numerales a las cadenas verbales siguientes:

0

0, 1=50, 2=550, 3=5550,

En general, si n es un nimero natural, escribiremos 7. para referirnos al
numeral que consta de n palabras S seguidas de la palabra 0.

Variables Una wvariable es una cadena verbal de la forma vn, donde n es un
numeral. Usaremos la notaciéon

vog =00, v =050, wvy=0vS550, wv3=0v5550,

En la préctica usaremos letras cualesquiera, como z, y, z, 1, Z2, ...para
nombrar variables arbitrarias.

Proyecciones Si 1 < ¢ < r son naumeros naturales, llamaremos proyeccion de
rango r e indice i a la cadena verbal P/ = P77. Por ejemplo,

P} = PSSSS0SS0.

Dada una cadena verbal, es facil disenar un algoritmo que determine si em-
pieza por un sintagma y, en caso afirmativo, que determine de qué tipo es y en
qué punto de la cadena termina. L]

1Esto no es exacto. Por ejemplo, la cadena alfabética que acabamos de considerar podria
considerarse que empieza por la palabra 3, por Sa o por Sacq, pero para que tal palabra pueda
ser la primera de una cadena verbal, es necesario que sea Saa.



4.1. El lenguaje de ARP 95

Funtores Definimos una sucesion de funtores como una sucesion de pares
(Fl, 7’1), ey (Fn,Ts),

donde cada F; es una cadena verbal y cada 7; es un nimero natural no nulo, de
modo que cada par (Fj;,r;) cumpla una de las condiciones siguientes:

1. Es de la forma (S, 1), (C,1) o (P],r).

2. Es de la forma (kFjF;, --- F,

iman)7 donde ity oo yim <4, Ty =myrmr;,=
n,paral=1,...,m.

3. Es de la forma (pF;F,n+ 1), donde j,k <4, r; =n, ry =n+ 2.

Diremos que F' es un funtor de rango r si existe una sucesion de funtores
que termina en el par (F,r).

Notemos que, mas en general, si (F;,r;) aparece en una sucesion de funto-
res, entonces F; es un funtor de rango 7;. De la definicién de funtor se sigue
inmediatamente que todo funtor F' estid necesariamente en uno de los casos
siguientes:

1. Es FF =S, y entonces su rango es 1.
2. Es F' = C, y entonces su rango es 1.
3. Es F' = P/, y entonces su rango es r.
4

. Es F =kGH;--- H,,, donde G es un funtor de rango my Hy, ..., H,, son
funtores de rango n, y entonces su rango es n.

5. Es I' = pGH, donde G es un funtor de rango n y H es un funtor de rango
n + 2, y entonces su rango es n + 1.

Ademas, no puede estar en dos casos a la vez, pues los funtores de cada caso
empiezan por una palabra distinta.

Reciprocamente, cualquier cadena verbal construida segin se indica en 4. o
en 5. es un funtor. Por ejemplo, s G es un funtor de rango m y Hy,..., H,, son
funtores de rango n, entonces kGH; - - - H,;, es un funtor de rango n.

Nota Es facil disenar un algoritmo que, dada una sucesién de palabras, deter-
mine si empieza por un funtor y, en caso afirmativo, determine dénde acaba y
cuél es su rango. Por ejemplo, dada la cadena

¢ = pPS0S0kSPSSS0SSS0,

observamos que su primera palabra es p, luego si empieza por un funtor, detrés
de p deben venir dos funtores. El primero de estos funtores empieza por P, luego
debe ser una proyeccion. Aplicando el algoritmo de lectura de proyecciones,
concluimos que es necesariamente P} y esto termina la identificacion del primer
funtor que buscabamos, que tiene rango 1, luego el segundo debe tener rango 3
y el funtor inicial de la sucesion debe tener rango 2.
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Vemos que el segundo empieza por k, luego tras él debe venir una sucesiéon
de m + 1 funtores. Como el signo siguiente es S, es ya de por si el primer
funtor, que tiene rango m = 1. Por lo tanto, a continuacién debe venir un tnico
funtor de rango 3. Como el signo siguiente es P, éste debe ser una proyeccion
de rango 3. Aplicando el algoritmo de lectura de proyecciones, concluimos que
es P} y esto completa el primer sintagma de la cadena (. Como ahi se acaba
la cadena, concluimos que ¢ = pPlkSP3$ consta de un tnico funtor de rango 2,
cuya estructura es necesariamente la que hemos obtenido.

Es facil ver que esta forma de argumentar se puede concretar en un algoritmo
que detecte si algo que deberia cumplirse no se cumple (y entonces concluya que
la cadena dada no empieza por un funtor) y en caso contrario vaya determinando
su estructura y el punto en que termina. u

Términos Una sucesion de términos es una sucesion de cadenas verbales
t1,...,ts de modo que cada una de ellas ¢; cumpla una de las condiciones si-
guientes:

1. Es una variable.
2. Es 0.
3. Esdelaforma Ft;, ---t;, , donde F es un funtor de rango r e i1, ..., 4, <.

Un término es una cadena verbal ¢ para la que existe una sucesion de términos
que termine en t. Obviamente, todos los elementos de una sucesion de términos
son términos, por lo que todo término t estd en uno de los casos siguientes:

1. t = v; es una variable.
2.t=0.
3. t=Fty---t,, donde F' es un funtor de rango r y t1,...,t, son términos.

Reciprocamente, toda cadena verbal construida de esta forma es un término.
Los términos sin variables se llaman designadores.

Nota Nuevamente, es facil disenar un algoritmo para que, dada una cadena
verbal, determine si empieza por un término y, en caso afirmativo, determine
dénde termina y cudl es su estructura. Por ejemplo, dada la cadena

t = pPS0S0kSPSSS055505550550,

como empieza por p, debe empezar por un funtor y, aplicando el algoritmo de
lectura de funtores, concluimos que empieza por el funtor de rango 2 dado por
F = pP!kSP3, tras el cual deben venir dos términos. La palabra siguiente es
S, que es un funtor de rango 1, luego el primero de estos dos términos debe
constar de S seguida de otro término. Como luego viene otra S, este segundo
término debe ser de la forma S seguida de otro término, y lo mismo una vez
mas, hasta que aparece un 0, que ya es de por si un término, luego el primero
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de los dos términos que buscabamos es 3 = $550. Lo que queda es SS0, que
necesariamente se identifica como el término 2 = SS0. Asi pues, la cadena dada
es el término

t = FSSS0SS0 = F32.

Aunque la notacion que empleamos es inequivoca, para facilitar la lectura po-
demos anadir paréntesis y escribir, por ejemplo,

t = F(8850,850) = F(3,2),

pero hay que entender que esto no son sino formas alternativas de nombrar la
misma cadena verbal. La cadena en si no la modificamos. n

Formulas Definimos una férmula como una cadena verbal de la forma =st,
donde s y t son términos. En la préactica escribiremos s = ¢, pero el hecho de
que técnicamente el = esté delante simplifica la identificacién de las cadenas
verbales que son férmulas. Diremos que s es el miembro izquierdo y que t es
el miembro derecho de la férmula s = t. Las férmulas sin variables se llaman
sentencias.

Es facil disefiar un algoritmo para que, dada una cadena verbal, determine
si es 0 no una féormula y, en caso afirmativo, determine sus miembros, que estan
univocamente determinados. m

Sustitucion Si s, ¢ son términos y x es una variable, definimos la sustitucion
St s como el término que se calcula con las reglas siguientes:

1. st0=0,
t siy=zx
t, — )
2 S"”y_{x sty £z,

Mas llanamente, es el término que resulta de cambiar por ¢t cada x que
aparezca en s.

Si a = 51 = s es una formula, definimos Sta = 8% s; = St ss.
Sixy,...,x, son variables distintas, t1, ..., son términos y 6 es un término

o una férmula, definimos

titn g — al1 ., . alnayl ... q¥n
Sll -Lne_syl Synsl'l S 9

""" Ty )

donde ¥, ..., y, son variables cualesquiera distintas entre si y distintas de todas
las variables que aparecen en tq,...,%,.

En la practica, Siﬁ',‘jf;ﬂ@ no es sino el término o férmula que resulta de susti-
tuir por ¢; cada x; que aparezca en 6 (pero no las z; que pudieran aparecer en
otros t;).

Nota Es facil disefiar un algoritmo que calcule la sustitucién de unas variables
dadas por unos términos dados en un término o una férmula dada. [
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En la préactica usaremos la notacién habitual para representar las sustitucio-
nes, de modo que, si # es un término o una férmula, escribiremos 6(z1,...,z,),
para unas variables arbitrarias zi,...,Z,, lo cual no significard en si mismo
nada en particular, salvo que si méas adelante escribimos 0(¢y,...,t,), esto de-
beréa entenderse como la sustitucion S 6. "

4.2 Demostraciones en ARP

Notemos que el lenguaje formal de la aritmética recursiva primitiva es muy
peculiar, ya que carece de conectores logicos y de cuantificadores. Para apro-
ximarlo lo més posible a un lenguaje formal de primer orden podemos definir
Larp como el lenguaje cuyos signos son las variables, la constante 0, el relator =
y los infinitos funtores del lenguaje definido en la secciéon precedente. Asi sigue
sin ser un lenguaje de primer orden, pero pasaria a serlo si le anadiéramos los
conectores 16gicos y los cuantificadores.

Pese a estas carencias, vamos a definir un célculo deductivo sobre L, con
sus axiomas y sus reglas de inferencia, que no puede ser un caso particular de
ninguno de los célculos deductivos que conocemos.

Axiomas Vamos a llamar aziomas de ARP a ciertas formulas que especifica-
mos a continuaciéon. Hay uno o dos axiomas asociados a cada funtor, salvo en
el caso del funtor S, que no tiene ningin axioma asociado.

1. El axioma asociado al funtor C' es:
C(Uo) =0.
2. El axioma asociado al funtor P} es:

F)iT(Uh s ,'Ur) = V;.

3. El axioma asociado a un funtor F' = kGH; - - - H,,,, donde G tiene rango m
v los H; tienen rango n, es:

F(vi,...,vn) =G(H1(v1y. . y0n)y ooy Hyp(v1, .00 0p)).
Expresaremos esta relacion diciendo que el funtor F' esta definido por

composicion a partir de los funtores G y Hy,..., H,.

4. Los axiomas asociados a un funtor F' = pGH, donde G tiene rango ny H
tiene rango n + 2, son:

F(vi,...,v,,0) = G(uy,...,vp),

Fv1,...,0n,Svn41) = H(vi,..., 05,0041, F(V1,.. ., UnyUny1)).

Expresaremos esto diciendo que el funtor F' esta definido por recursion a
partir de los funtores G y H. L]
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Reglas de inferencia Llamaremos reglas de inferencia de ARP a los cuatro
criterios siguientes, que determinan cuéando una férmula es consecuencia inme-
diata de otra u otras féormulas dadas:

81(.13) = 82(31‘) tl = t2
B S o=s0 %) Sm =@

t1 = ta 1 =t3

(Io) 51(0) = 52(0) s1(Sx) = h(z, Slix)) s2(Sx) = h(z, s2(x))

Aqui s(x), s1(x), s2(x), ¢, t1, ta, t3 y h(z,y) son términos arbitrarios.

Por ejemplo, la regla T" afirma que cualquier férmula t5 = ¢3 es consecuencia
inmediata de las férmulas t; = t5 y t; = t3, e igualmente con las restantes.

Nos referiremos a las dos primeras reglas como reglas de sustitucion, la ter-
cera serd la regla de transitividad (del igualador) y a la cuarta la llamaremos
regla de induccion.

Demostraciones Si I es un conjunto de formulas, una deduccion en ARP a
partir de un conjunto I' de premisas es una sucesion de formulas aq, ..., ay,, de
modo que cada una de ellas sea un axioma, una premisa o bien sea consecuencia
inmediata de formulas anteriores de la sucesion. Una demostracion en APR es
una deduccién sin premisas.

Un teorema de ARP es una formula « tal que existe una demostracion cuya
ultima férmula es . Escribiremos Al}—{P « para indicar que « es un teorema.

En la practica, en una demostracion podemos incluir cualquier formula de-
mostrada previamente, pues siempre podriamos repetir su demostracion, asi
como emplear reglas derivadas de inferencia, es decir, que si hemos probado que
de ciertas formulas es posible deducir otra en varios pasos, podemos poner di-
rectamente la consecuencia deseada sin necesidad de repetir los pasos necesarios
cada vez.

Por ejemplo, aplicando varias veces la regla de sustitucién S a cada axioma,
obtenemos un teorema idéntico al axioma salvo que las variables que aparecen
en él no son precisamente v1,...,v,, sino otras variables cualesquiera. Por lo
tanto, cuando usemos un axioma, lo introduciremos con las variables que nos
resulten més convenientes segun el contexto. Por ejemplo, la férmula

3 _
Py (2,y,2) =y
no es un axioma salvo que = = vy, y = vg, 2 = v3, pero se deduce del axioma
3
P2 (vla ’112,1)3) = V2

aplicando varias veces la regla S;. En la practica la contaremos como axioma,
aunque realmente es un teorema. ]



100 Capitulo 4. La aritmética recursiva primitiva I

El igualador Veamos ahora unos resultados adicionales que nos permitiran
manejar las igualdades con fluidez. En primer lugar observamos que, para todo
término ¢, se cumple A;P t=t.

En efecto, una demostraciéon es como sigue:

(1) pl(z) =2 Axioma
(2) pi®)=t Si,1
3) t=t T, 2, 2

Notemos que hemos aplicado la regla de inferencia de transitividad 7" tomando
como sus dos premisas la misma linea 2 de la demostracion (alternativamente,
podriamos haber deducido 2 dos veces a partir de 1).

Un ejemplo de regla derivada de inferencia es la regla de simetria:

t1 =12
=0

Esto significa que tomando t; = t; como premisa podemos deducir to = ¢7.
Una deduccion es la siguiente:

(1) t; =ty Premisa
(2) t; =t; Teorema
(3) to=t; T, 1,2

De aqui deducimos a su vez una variante de la regla de transitividad:

=ty ta=ts
t = 3

La deduccion es:

(1) t; =ty Premisa

(2) to=t1 S, 1

(3) to =tz Premisa

(4) tl = t3 T, 2, 3 u

El funtor sucesor EIl funtor S no tiene ningin axioma asociado, pero su
comportamiento estd determinado por la regla de induccién. Conviene probar
dos reglas de inferencia relacionadas:

t(Sz) = t(x) 51(0) = s2(0) 51(Sx) = s2(Sx)
(h) =@y =#0) () 51(2) = 52(2)

DEMOSTRACION: La regla I; afirma que si un término toma el mismo valor
en cada ntmero natural y en su siguiente, entonces tiene que ser constante.
Para probarlo aplicamos la regla de induccion a los términos s1(z) = t(x),
sa(x) = (0), h(z,y) =y, con lo que se reduce a:

#0) =t(0)  t(Sz)=t(z)  (0) = t(0)
t(x) = £(0)
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Vemos que las premisas primera y tercera son un mismo teorema y la segunda
es la premisa de I, luego, en efecto, la conclusion se deduce dicha premisa.

La regla I se sigue inmediatamente de Iy, usando h(z,y) = s2(Sx), pues
asi Iy se reduce a:

$1(0) = s2(0) s1(Sx) = s2(Sx) $2(Sx) = $9(Sx)
s1(z) = sa2(x)

de modo que las dos primeras premisas son las premisas de I y la tercera es un
teorema. -

Definicién de funtores por términos Veamos ahora que todo término
puede usarse para definir un funtor:

Teorema 4.1 Sit(xy,...,2T,) es un término cuyas variables estdn todas entre
T1,...,Tn, entonces existe un funtor F; de rango n tal que
A;P Fi(z1,...,xn) =t(z1,...,20).

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre la longitud de ¢. Sit =0,
basta tomar Fy = kCPJ*, pues la definicion de Fp es:

Fo(w1, ... 2n) = C(PHx1,. .., 7)),

y por otro lado, la definicion de C' es C(z) = 0, luego aplicando S; obtenemos
C(PYxy,...,2,)) =0,
y finalmente T nos da la igualdad
Fo(xy,...,2,) =0.
La alternativa es que t = F't; - - - t,,,, para cierto funtor F'y ciertos términos t;

para los que, por hipétesis de induccién, existen funtores F}, tales que

AI;{P Fi(x1,...,20) =ti(z1,...,24,).
Basta tomar F} = F'f;, -+ Fy,,, pues la definiciéon de F} es

Fi(zy1,...,xn) = F(Fy (21, s &n), .., By (21, -2y 2p)).

Si llamamos ¢; = Fy, (x1,1...,t,), tenemos Fy(xy,...,x,) = F(t1,...,t,) asi
como t; = t;, luego aplicando Sy sucesivamente obtenemos

F(t1,...,tn) = F(t1,t2,...,tn),
F(tl,{Q’ o 7{11) == F(t17t27£37 “ e 7577,)7
etc., y aplicando T concluimos

Fi(xy,...,xp)=Ft1---t, =t

En principio, todos los funtores definidos por recursiéon tienen al menos
rango 2, pero, con la ayuda del teorema anterior, vamos a ver ahora que también
es posible definir funtores de rango 1 de este modo:
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Teorema 4.2 Si t es un designador y H es un funtor de rango 2, existe un
funtor F de rango 1 que cumple

F(0)=t,  F(Sz)=H(x,F(z)).

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existe un funtor para el que se
cumple G(y) = t. Consideramos el funtor de rango 2 con axiomas

F(y,0)=G(y),  F(y,Sz) = H(z, F(y,x)),
y a su vez definimos F(x) = kFCPL. Asi F(x) = F(0,z), luego
F(0) = F(0,0) =G(0) =t, F(Sz)=F(0,Sz)=H(x,F(0,2)) = H(z, F(z)).

Recogemos en el teorema siguiente los resultados que acabamos de demos-
trar, y que recogen la forma mas natural de trabajar con los funtores de ARP:

Teorema 4.3 Se cumple:

1. Sit(zy,...,x,) esun término cuyas variables estdn todas entre x1, . .., Ty,
entonces existe un funtor Fy de rango n tal que

Fy(@r,. .. ) = Han, ..., 20).

2. Sig(x1,...,xn), h(x1,...,Zn,x,y) sSon términos con a lo sumo las varia-
bles indicadas, existe un funtor F' de rango n+ 1 que cumple:

F(xy,...,20,0) = g(x1,...,20),
F(z1,...,xn,8) = h(z1,...,Zn, 2, F(21,...,Tpn,2)).

3. Sit es un designador y h(z,y) es un término con a lo sumo las variables
indicadas, existe un funtor F de rango 1 que cumple

F(0)=t,  F(Sz)=h(z, F(z)).

La tnica variante en 2) y 3) es que en los miembros derechos ponemos
términos arbitrarios en vez de funtores, lo cual es licito gracias a 1), y ello nos
evita toda preocupaciéon sobre que el nimero de variables sea el exigido por el
esquema de recursion.

Notemos también que, en 2) el hecho de que la recursion se haga sobre el
altimo argumento de F' es anecdotico. Por ejemplo, si queremos que la recursion
se haga sobre el primero basta considerar el funtor:

F*(x1, .. p1) = F(PY ™ @y, 2ns1), - - .,ngrrll(ml, . ,9C,L+1)7P1”+1(9017 ..

que cumple
F*(0,21,...,20) = g(T1,...,Tn),

F*(Sz,xq,...,2,) = h(x1, ..., Tn, 2, F* (2, 21,...,25)).

. >xn+1))7
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Suma Para familiarizarnos con el funcionamiento de ARP vamos a analizar la
formalizacion de la suma de nimeros naturales. En realidad, todas las funciones
que podemos estudiar en ARP “ya estan definidas”, pues cada funtor tiene su
propio nombre, como es el caso del funtor pPlxSP3, que hemos considerado
como ejemplo en la seccién precedente. Cuando digamos que estamos definiendo
una funciéon en ARP lo tnico que hacemos en realidad es darle un nombre més
manejable que “su nombre de fabrica”. Asi, podemos definir la suma como el
funtor + = pPlkSP;, y afiadir el convenio de que en la practica escribiremos?
(t1 +t2) = +tata.

Sin embargo, en la practica nunca definiremos un funtor exhibiendo “su nom-
bre de fabrica”, que seré siempre irrelevante a todos los efectos. Lo que haremos
seré escribir los axiomas asociados al funtor. Asi, lo “usual” es definir la suma
como el funtor + que cumple las ecuaciones

r+0=uzx, x+ Sy=S(x+y).

La existencia del funtor suma esta justificada por el hecho de que las dos
formulas anteriores se ajustan al esquema de recursion: definimos z + 0 en tér-
minos de un funtor de rango 1 actuando sobre x y, aunque x + Sy deberia
definirse en términos de un funtor de rango 3 actuando sobre z, y, © + y, no
hay inconveniente en definirlo en términos del funtor S de rango 1, pues ello
solo exige componerlo con la proyecciéon P§ para que formalmente tenga 3 ar-
gumentos, aunque en realidad so6lo se tenga en cuenta el tercero. En general,
nunca debe preocuparnos el uso de un funtor con menos parametros de los que
a priori requeriria, pues el nimero de pardmetros siempre se puede aumentar
componiendo con proyecciones.

Veamos algunos teoremas relativos a la suma:3

1. Se=x2+1,
2. (e4+y)+tz=x+(y+2),
. x+y=y+=x.

DEMOSTRACION: 1) Claramente! z + 1 =z + S0 = S(x + 0) = Sx.

2En lo sucesivo aplicaremos téacitamente convenios de notacién similares, destinados a
facilitar la lectura o adecuar la notacién a la acostumbrada.

3Cuando no haya confusién posible, representaremos los numerales como 0, 1, 2, ...en
lugar de 0, 1, 2, ...

4Como hemos sefialado al tratar las reglas de inferencia del igualador, éstas nos permiten
formalizar cualquier manipulacion razonable de igualdades. Por ejemplo, en este caso la
igualdad z+1 = z + SO0 es realmente una identidad: =+ 1 = z + S0, luego podemos escribirla
por la reflexividad de la igualdad, la segunda sale de aplicar S; al axioma x + Sy = S(z +y),
sustituyendo y = 0 (que es algo que todo matematico hace instintivamente, sin preocuparse
de S1), y la tercera igualdad sale de aplicar Sa al axioma x + 0 = z (y es también algo que
cualquier matemaético hace sin dudar). Ademaés, podemos escribir cadenas de igualdades, pues
cualquier igualdad entre dos términos de la cadena se justifica por la regla T. En lo sucesivo
no detallaremos estos usos de las reglas de sustituciéon y del igualador.
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2) Consideramos los términos
s1(z) = (x +y) + 2, s2(z)=x+ (y+ 2).
El primer axioma de la suma nos da:
(r+y)+0=z+y=2+(y+0),
que es lo mismo que $1(0) = s2(0). Por otra parte, el segundo nos da:
(x+y)+Sz=5(xz+y)+2), v+y+S2)=c+S@y+z2) =8+ (y+2)),

que es lo mismo que $1(Sz) = S(s1(2)), $2(Sz) = S(s2(z)). La regla de induc-
ci6n® nos permite concluir s1(z) = s2(z).

3) Veamos en primer lugar que 0+z = x. Razonamos también por induccion,
con s1(z) =0+ z y s2(xz) = z. Tenemos

81(0) =04+40=0= 82(0)

Por otra parte, s1(Sz) = S(0+ z) y s2(Sx) = Sz, Asi $1(Sz) = S(s1(z)),
s2(Sz) = S(s2(x)), luego la regla de induccion nos da s;(z) = sa(s).

Ahora consideramos s1(y) = © + Sy, s2(y) = Sz + y. Entonces
51(0) =2+ 50 = S(z+0) = Sz = Sz + 0 = s2(0).
Por otra parte,
51(5y) = = + 55y = S(x + Sy) = S(s1(y)),

s2(Sy) = Sz + Sy = S(Sz +y) = S(s2(y))-
La regla de induccién nos da que = + Sy = Sz + y.

Finalmente consideramos s1(y) = = + vy, s2(y) = y + «. Tenemos que
s1(0)=24+0=2=0+ 2z = s2(0),

donde hemos usado el primer teorema que hemos probado en este apartado. Por
otra parte,

s1(8y) =z + Sy = S(z +y) = S(s1(y)),
s2(Sy) =Sy+z=y+ Sz =Sy +z)=5(s2(y)),

donde hemos usado el segundo teorema que hemos probado en este apartado.
La regla de induccion nos da s1(y) = sa(y). "

5El termino h(z,y) es en este caso h(z,y) = Sy.
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Producto Llamamos producto al funtor - determinado por los axiomas®

z-0=0, z-Sy=x-y+x.
Los teoremas basicos sobre el producto son:
1. x- 1=z,
2.z-y=y-z,
orz-(y+2)=x-y+z-z
4. z(yz) = (zy)z.
DEMOSTRACION: 1) z-1=2-S0=2-0+2=0+2==z.

2) Veamos en primer lugar que 0 -z = 0. Razonamos por induccién con
si(xz) =0-x, s2(z) = 0. Entonces

51(0) =0-0= 0= s2(0).
Por otra parte,
51(S2)=0-Sx=0-24+0=0-z = s1(z),
s2(Sz) = (Sz)-0=0=s2(x),
luego la regla de induccién nos da la conclusion.
Ahora tomamos s1(y) = (Sz) -y, s2(y) =« -y + y. Entonces
51(0)=(Sz)-0=0=04+0=x-040 = s2(0).
Por otro lado”
s1(Sy) = (Sz) - Sy = (Sz) -y + Sz = s1(y) + S,
52(Sy) =z -Sy+Sy=x-y+zx+Sy=S(x-y+x+vy)
=Sx-y+y+ax)=x-y+y+Sr=ss(y)+ Sx.
La regla de induccion nos da que (Sz) -y =2 -y +y.
Finalmente tomamos s1(z) = z -y, s2(x) = y - . Entonces
5100)=0-y=0=y-0=s2(y).
s1(Sz) =Sz y=z-y+y=s(z)+y,
so(Sx) =y Sz

luego concluimos que x -y =y - x.

y-x+y=s2(x)+y,

SEs facil ver que - = pCm—&—PSSPlS, pero esto es irrelevante. Basta comprobar que la defini-
cién se ajusta al esquema de recursion.

"Notemos que una vez probada la asociatividad de la suma ya no necesitamos distinguir
entre términos como (z -y +y)+ Sz y -y + (y + Sz), pues se puede demostrar que son
iguales, luego intercambiables, por lo que no hace falta poner paréntesis en las sumas de varios
sumandos. Lo mismo valdra para el producto en cuanto hayamos probado su asociatividad.
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3) Tomamos $1(z) =z - (y + 2), s2(z) =« -y + = - z. Entonces
510) =2 - (y+0)=z-y=z-y+0=x-y+z-0=s52(0).
Por otra parte
s1(82) =z (y+Sz)=z-Sly+z2)=z-(y+2)+z=s5(2) + =z,

s2(Sz)=z-y+ax-Sz=x-y+z-z+z=3522)+u,

luego la regla de inducciéon nos permite concluir. La prueba de 4) es similar.
| |

Ahora ya deberia estar claro el sentido de todas las definiciones que hemos
dado: la aritmética recursiva primitiva esta disenada de modo que sus funtores
representan todas las funciones recursivas primitivas, y ya hemos visto cémo
podemos trabajar concretamente con dos de ellas: la suma y el producto.

En principio, ARP s6lo permite calcular funciones recursivas primitivas y
mostrar algunas relaciones entre ellas. Sin embargo, veremos que el potencial
que esto ofrece —siendo relativamente modesto en comparacion con otras teorias
axiomaticas— es mucho mayor de lo que podria parecer a primera vista.

Calculos explicitos Ahora que hemos visto el funcionamiento de ARP en
algunos casos sencillos, vamos a usar las técnicas que hemos empleado para pro-
bar algunos resultados generales. No obstante, consideremos antes un ejemplo
de la cuestién que vamos a tratar aqui. La féormula 2 -3 = 6 es un teorema
de ARP. La demostraciéon es como sigue:

2.3 = 2.242=(2-142)4+2=((2-04+2)+2)+2=((0+2)+2)+2
S(((0+2) +2) +1) = SS(((0+2) +2) +0) = SS((0+2) +2)
SS((S(0+2) +1)) = SS(SS((0+2) +0)) = SSSS(0 + 2)

— 55555(0+1) = SSSSSS(0 + 0) = SSSSSS0 = 6.

Podriamos haber abreviado la demostraciéon usando algunos de los teoremas
que hemos demostrado sobre la suma y el producto, pero hemos dado una de-
mostraciéon basada exclusivamente en las definiciones de la suma y del producto
(v de los numerales). Como el producto se define a partir de la suma y la suma a
partir del funtor .S, lo que hemos hecho ha sido reducir el célculo de un producto
al calculo de varias sumas, y el célculo de las sumas a aplicar varias veces el
operador S.

Es facil convencerse de que en ARP se puede calcular cualquier suma y
cualquier producto, pero en realidad sucede algo mucho més general: todas
las funciones expresables mediante funtores de ARP se pueden calcular en la
practica, en el sentido de que el resultado se puede reducir a un numeral (no en
vano son las funciones recursivas primitivas).

La idea es muy simple: sabemos calcular los funtores S, C'y P/ y, si sabemos
calcular unos funtores, también podemos calcular otro definido a partir de ellos
por composicion o por recursion. Como todo funtor se define en términos de los
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funtores S, C'y P mediante un ntmero finito de composiciones y recursiones,

concluimos que podemos calcular cualquier funtor. La formalizacion de esta
idea es el teorema siguiente:

Teorema 4.4 Para cada designador t podemos calcular explicitamente un ni-
mero natural n = d(t) de modo que A;Pt =n.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccion sobre la longitud de t. Sit =0
es claro que basta tomar d(0) = 0. En otro caso t = F't; - - - t,,, para cierto funtor
F. Por hipoétesis de inducciéon podemos calcular explicitamente los ntimeros
d; = d(t;). Ahora razonamos por induccion sobre la longitud de F.

1. Si F = S, basta tomar d(St;) = d(t1) + 1.

2. Si F = C, basta tomar d(Ct;) = 0.

3. Si F'= PP, basta tomar d(t) = d(t;).

4. Si F = kGH, --- H,,, por hip6tesis de inducciéon podemos calcular
e; = Hi(t1,...,tn),

de modo que
= Hi(tl, ... ,tn) = €;,

ARP
asi como e = d(G(éy,...,€n)), de modo que
= €ly...,Em) = €.
ARP G(ela aem) €

Aplicando la regla S; llegamos a que

F F ... =e
ARP (tla 7tn) €,

luego d(t) = e cumple lo requerido.

5. Si F' = pGH, podemos calcular
€y = d(G(t1, ces ,tn_l)),

de modo que A;P G(t1,...,tn—1) = €. A partir de aqui, podemos ir

calculando
€iy1 = d(H(th ey tn—1,1, éi»,

de modo que AEP H(t1,...,tn-1,7,&) = &41. Por otro lado, por la defi-

nicién de F', podemos probar
F(ty,...,tn—1,0) = G(t1,...,tn-1),

F(tl,...,tn,l,Sm) = H(th...,tn,1,$,F(t1,...7tn,1,$(})).
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La primera igualdad nos da que F(t1,...,t,—1,0) = €p, y la segunda
aplicada a x = 0,1, ... nos va dando sucesivamente F(t1,...,t,_1,7) = &.

En particular, si ¢ = d(t,), tenemos que t,, = 7, luego
F(tla"'7t7l) = éiv

luego d(t) = eq(,,) cumple lo requerido. "

4.3 El calculo proposicional

La logica de ARP puede parecer excesivamente débil desde el momento en
que carece de conectores y cuantificadores, pero vamos a ver que en realidad
podemos definirlos aritméticamente. Para ello necesitamos introducir la resta
truncada de ntimeros naturales:

Resta truncada Consideramos los funtores cuyos axiomas son
pre(0) =0, pre(Sz) ==,

r=0=uz, x = Sy = pre(z ~ y).

La idea subyacente es que el funtor pre resta una unidad a cada ntimero natural
no nulo, mientras que la resta truncada es

.. _Jrz—y siy<wm
* y_{O siy > x.

Sin embargo, no estamos en condiciones de enunciar estos hechos en APR. Vea-
mos lo que podemos demostrar de momento sobre estos funtores:

1. x = 1 =prex.
En efecto: =1 = pre(x — 0) = prex.
2. Sz = Sy=x-y.
Razonamos por induccion:
Sz~ S0 =pre(Sx - 0) =preSz =z =1z =0,
Sz =SSy = pre(Sx ~ Sy), x = Sy = pre(xz ~ y),
luego la regla de inducciéon nos da la igualdad.

3. x~x=0.

Podemos aplicar la variante I; a t(z) =z~ x. Como Sz~ Sx =z~ z, la
conclusibtnes z ~x=0-0=0.
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.0=-2=0.

Razonamos por inducciéon con sy(x) =0~ z y so(x) = 0. Asi
81(0) =0-0=0= 82(0),

s1(Sz) =0+ Sz = pre(0 ~ z) = pre sy (),
s2(Sz) = 0 = pre0 = pre so(x).

ety y=u

Aplicamos I a t(y) = (x + y) ~ y. Se cumple que
t(Sy)=(z+Sy) =~ Sy=5S@+y) =~ Sy=(x+vy) ~y=1tyy),

luego la conclusion es (z +y) ~y=(z+0) -~ 0 =x.

C(rty)mx=y.

Esto es consecuencia del resultado precedente y de la conmutatividad de
la suma.

@)= (y+) =z

Aplicamos I1 a t(z) = (z + 2) =~ (y + 2).
(S2) = (x+52) = (y+ 52) = S(z +2) = Sy +2) = (2 +2) = (y + 2),

luego (z+2) = (y+2)=(z+0) = (y+0) =z =y.

cy=(z+y)=0.

En efecto, por 7,

y=(r+y)=0+y)=(x4+y)=0=-2=0.

.z(l=x2)=0.

Por la regla Is:
0-(1=0)=0, Sz(l = Szx)=Sz(0~z)=Sz-0=0.

(1-r)y=y=xy.

Por induccién respecto de x:
(1=0y=y=y=0=y=(0-y),
(1=8z)y=(0-2)y=0-y=0,

y=(Sz)-y=y~ (y+ay) =0,

donde en el dltimo paso hemos usado 8.
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Finalmente probamos una ecuacion que no es facil de probar en el contexto
en que nos encontramos, pero que es la clave para eliminar todas las restricciones
técnicas que de momento encontramos en ARP:

Teorema 4.5 v+ (y ~z) =y + (x ~ y).

DEMOSTRACION: Sea t1(z,y) =z + (y — x), de modo que

t1(z,0) =z, t1(0,y) = v, t1(Sz, Sy) = St1(x, y).
Igualmente, sea ta(z,y) =y + (z =~ y), de modo que
t2(z,0) =z, 1(0,y)=y, t2(Sz,Sy)= Sta(z,y).
En primer lugar demostramos que
(z=1)+(1-(1=2)==a
Aplicamos la regla I5. Para x = 0 se cumple la igualdad, pues
O0-1)+(1=(1=-0)=0+(1+1)=0.
Por otro lado, usando 2 de la lista precedente,
(Se=1)+(1+-(1=S8z)=2+(1=(0+2)=a+1= Sz,

luego I> nos permite concluir.

De aqui deducimos a su vez que
t(z,y) =ti(z=1y=1)+ 1= 1= (z+y)). (4.1)
Aplicamos de nuevo la regla Is. El miembro derecho en y = 0 es
tilz=1,00+1=-1=-2)=2c=1+1~(1+2))=2="1t(z,0),
por la igualdad que hemos demostrado previamente. Por otra parte,
ti(z=-1,Sy 1)+ (1= (1= (x+Sy))) =
ti(z = 1,preSy) + (1 = (1 = S(z +y))) =
tiz=1,y)+ (1= 0= (z+y))) =
ti(z = 1,y)+1=St1(z = 1,y).
Por lo tanto, para aplicar I5 basta demostrar la igualdad
t1(z, Sy) = St1(x = 1,y).

Esta la probamos a su vez aplicando I5. Para z = 0 se reduce a Sy = Sy.
Ademas,

t1(Sz, Sy) = St1(x,y) = St1(pre Sx,y) = St1(Sz = 1,y).
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Esto termina la prueba de (4.1). Ahora consideramos el funtor dado por las
ecuaciones

F(z,y,0) =0, F(z,y,52) = Fla,y,2) + (1= (1= ((z = 2) + (y = 2)))).
Vamos a demostrar que
t(z =2y~ 2)+ F(z,y,2) = ti(z =~ Sz,y ~ S2) + F(z,y,S2).  (4.2)
En efecto, por (4.1) tenemos que
ti(x =z, y~2)+ F(x,y,2) =
(e =2) = L(y=2) =1+ Fley2)+ (1= 1= (@=2)+ @y =2) =
ti(x = Sz,y = Sz) + F(x,y, Sz).

Notemos que el miembro derecho de (4.2) resulta de sustituir z por Sz en el
miembro izquierdo, luego la regla I; nos da que

tl(x_z7y_z)+F(xay7z) :tl(l'—O,y—O)—FF(JI,y,O) :tl(x7y)
Sustituyendo z por y queda
tl(‘r - y,O) + F(1'7y7y) = tl(xay)v

o también:
ti(x,y) =2 =y + F(z,y,y).

Ahora bien, intercambiando los papeles de x e y el mismo razonamiento vale
para ts, y nos lleva hasta

to(x = z,y = z) + F(x,y,2) = ta(x, y).

(Notemos que la definicion de F' es simétrica.) Nuevamente sustituimos z por
1y, con lo que obtenemos:

tQ(xvy) == y+F($,y7y),

luego t1(z,y) = ta(x,y), que es lo que queriamos probar. n

El valor absoluto Ahora consideramos el funtor dado por
[z —yl=(z+y) + (=2,
para el que se cumplen las dos reglas de inferencia:

s=t [s—t] =0
|s—t[=0 s=t




112 Capitulo 4. La aritmética recursiva primitiva I

En efecto, la primera es inmediata, mientras que, si suponemos |s — t| = 0,
tenemos que
[s—t|~(t=s)=0

(porque 0 ~ z = 0), pero esto es
(s=t)+(t=s5)—(t=s)=0

y el teorema 5 del apartado precedente nos da que s —t = 0. Analogamente
(usando el teorema 6) concluimos que t s = 0, y el teorema 4.5 nos da entonces
que s =t.

Algunas propiedades elementales del valor absoluto son:
Lofe—yl=ly—xl,

2. |z —0] ==,

3 (@+z) = (y+2)| =z -yl

4. |za — zy| = z|lxz — y|.

Todas ellas se demuestran sin dificultad a partir de las propiedades que
hemos demostrado para la resta truncada.

Si o = s1 = so es una formula, definimos t, = |s1 — s2|. En estos términos,
las reglas anteriores se pueden enunciar asi:

(4.3)

Los conectores Ahora ya podemos introducir los conectores logicos. Si « 'y
B son formulas, definimos:

—a=1=+t,=0, a—pB=(1~+t,) - tg=0.

aVB=t,-tg=0, aNB=t,+ts =0, aef=(a—=P)A (B — a).

Escribiremos también s # ¢ = —(s = t). En términos de estos conectores
podemos probar muchas reglas de inferencia de interés. La més notable es el
principio general de induccién:

a(0) a(z) = o(Sx) .

a(x)

DEMOSTRACION: Pongamos que a(z) = s(z) = t(z) y consideremos el
funtor que cumple F(z) = t, = |s(x) — t(x)|. Claramente, basta probar la
validez de la regla

F0)=0 (1=F(x))-F(Sz)=0
F(z)=0 '
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Para ello consideramos el funtor que cumple las ecuaciones
G(0) =1, G(Sz) =G(x)(1 - F(z)).

Asi:
G(5Sz)) = G(Sz)(1 = F(Sz)) = G(z)(1 = F(z))(1 = F(Sz))

= G(2)((1 = F(z)) = (1 = F(x))F(Sz)) = G(Sx),
pues estamos tomando como premisa que (1= F(z))F(Sz) = 0. Por I; aplicada
al término G(Sz) concluimos que G(Sz) = G(S0) = G(0)(1 - ( )) =1, donde
hemos usado la premisa F(0) = 0. Asi pues, G(Sz) = G(x)(1 = F(x)) =1, de
donde
Fz) = G(z)(1 = F(z))F(z) =0,

donde hemos usado que z(1 =~ z) = 0. "

Esta regla de induccién sirve de poco si no sabemos manipular los conecto-
res logicos. Empezamos probando dos reglas de inferencia sobre ellos (Modus
ponendo ponens e Introduccion del conjuntor):

a—f B
1C
5 (1c) = o rnF
DEMOSTRACION: Si suponemos « y « — 3, por (4.3) tenemos t, = 0y,

por definicion, tenemos (1 = ¢,) - tg = 0, luego tg = 0 y, de nuevo por (4.3),
concluimos .

(MP)

Si suponemos « y 3, por (4.3) tenemos t, = 0y tg = 0, luego también
to +t3 =0, pero esto es a A . L]

Veamos a continuaciéon algunos teoremas relativos a los conectores:

L ((a=B)A(B—=7) = (a—=1).

2. o — a, a — Q.

3. (= B)A—B) = —a.

4. a N —~a — .

5. aV .

6. a— (aVP), B — (aVP).

7. (aVa)—a.

8. (=) A (B=7) = ((aVB) = ).
9. (a AB) = a, (a A B)— B.

10. =(a A —a).

1. ((aAB) =7) = (a=(B—=7)):
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DEMOSTRACION:
1) Por definicion se trata de la formula
(L= (1= ta) - ts+ (L= tg) - £)) - (1= to) - £, = 0.
Mas en general, vamos a demostrar
1=(1=2)-y+(1=y)-2) 1=2) 2=0.
Aplicamos I a la variable z.
1. Para x = 0 tenemos que probar
A=+(A=y) 2) 2=0
Demostraremos esto mediante I> aplicado a la variable y:
(a) Para y = 0 tenemos que probar
(I1=2)-2=0,

lo cual ya lo tenemos demostrado.

(b) Para Sy tenemos que probar
(1= (Sy+(1+8y)-2))-2=0,
pero el miembro izquierdo es (1 = Sy)-z2=0-2z=0.
2. Para Sx tenemos que probar
1-((1=8z)-y+(1=y)-2)-(1=Sz)-2=0,
lo cual se cumple porque 1 — Sz = 0.

2) Sustituyendo ¢, por una variable arbitraria, tenemos que probar las for-
mulas

(1=0=(=2))-z=0, (1=z)-(1=(1=+2x))=0.

Las dos se prueban trivialmente mediante I.

3) Basta probar la formula
(1=(1=2)-y+(1=y)) (1=z)=0.

Es inmediato que al sustituir z por Sz en el miembro izquierdo queda 0,
luego, por I, basta probar que

L=(y+(1=y) =0,

lo cual se prueba trivialmente mediante Is.
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4) Basta probar la formula
(1=(z+ (A=) y=0,
pero el primer factor es nulo, como ya hemos senalado en el apartado precedente.
5 Es consecuencia de la igualdad z- (1 ~x) = 0, que ya tenemos demostrada.
6) Basta probar (1= x)-2-y = 0, pero esto se cumple porque (1~ z) -z =0.

7) Basta probar (1 = (z-x)) -2z = 0, lo cual se obtiene facilmente mediante
la regla Is.

8) Basta probar
(L= ((L=a) 2+ (L=g)-2)- (1= ay)-2 =0,
Aplicamos I respecto de la variable x:
1. Para x = 0 tenemos que probar:
1=-(+01Q=y)-2)-2=0.
Aplicamos para ello I respecto de la variable y:
(a) Para y = 0 tenemos que probar:
(I1=-(z+2)-2=0.

Aplicamos I respecto de la variable z:

i. Es inmediato que el miembro izquierdo vale 0 en z = 0.
ii. Para Sz queda:

(1= (Sz+8z2))-5z=0,

lo cual se cumple porque Sz + Sz = S(Sz + 2).

(b) Para Sy queda:
(1+-2)-2=0,

y esto ya lo tenemos demostrado.

2. Para Sx queda:
(I=(1=y)-2)- (1= (Sz)-y) - 2=0.
Lo probamos mediante I5 respecto de la variable y:

(a) Para y = 0 la ecuacion se reduce a (1 = z) -z = 0, y ya la hemos
demostrado.

(b) Para Sy queda:
(1= (Sz)-Sy)-z2=0,

y esto se cumple porque (Sz)-(Sy) = (z+1)-(y+1) = S(zy+z+y).
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9) Basta probar (1 = (z 4+ y)) -« = 0, lo cual se obtiene inmediatamente
mediante I.

10) Basta probar 1+ (x4 (1 +x)) = 0, pero ésta se obtiene inmediatamente
con Is.

11 Basta probar

(1= (1=(@+y)-2) - 1-2)-(1-y) -2=0.

Vamos a aplicar la regla I5. Es claro que al sustituir  por Sz el miembro
izquierdo da 0, luego basta probar:

(1=(1=y)-2) 1-y) =z=0.

Probamos esto mediante I3, y de nuevo es claro que el miembro izquierdo vale 0
si cambiamos y por Sy, y en y = 0 se reduce a (1 = z) - z = 0, que ya sabemos
que es un teorema. "

Nota Las implicaciones de los teoremas anteriores dan lugar a su vez a reglas de
inferencia usando la regla MP y, si es necesario, IC. Por ejemplo, las siguientes
son la regla del modus tollendo tollens, la del silogismo hipotético y la del dilema:

a— g -0 a—f 8= =y 8=
R L e e e R

La regla que se deriva del teorema siguiente no es sino Ss, pero de momento
no es trivial que también sea valida como implicaciéon:

Teorema 4.6 x =y — s(z) = s(y).

DEMOSTRACION: De la regla I (respecto de z) se sigue inmediatamente la
formula

(1=2)s(y+2) = (1= 2)s(y).
En particular

(I=(z=y)sly+(x=y) =1~ (z=y)sy).

Multiplicamos ambos miembros por 1 = |z — y|:

(I=lz -y = (z=y)sy+ (z=y)) = (1= [x—y)1 = (2 = y))s(y).

Y ahora observamos que

=]z -y =(r+y) =1=]z -yl (4.4)

En efecto:

(I=le -yl =(r=y) =0 =lz—y))= 1 =lz-y)=y)
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La formula (1 - w)w = 0 nos da (1 = |z — y|)|z — y| = 0, que es lo mismo que
(1 =z —yh(z=y) + (1 - [z —y[)(y = 2) =0,

pero la formula (x4 y) — y = 2 implica que si una suma es 0, el primer sumando
es 0, luego

(1—lz—y(z=y) =0,
lo que prueba (4.4), y a su vez esto reduce la formula anterior a (4.4) hasta

(1 =lz—yhsly+ (z=y)) = (1= [z —yl)sy).
Por simetria, también podemos demostrar
1=z —yhs(z+(y =) = (1 = [z —y[)s(z),
y el teorema 4.5 nos da que ambos miembros izquierdos son iguales, luego
(1= lz—yhs(@) = (1 = |z - yl)s(y). (4.5)
Por consiguiente:
(1= [z —yl)s(z) — (1= [z —y])s(y)| = 0,

pero esto equivale a
(1= |z —yDls(z) —s(y)| =0,
y esto es, por definicion, z =y — s(z) = s(y). "

Las manipulaciones de los conectores logicos se simplifican drasticamente
gracias al teorema siguiente:

Teorema 4.7 (Teorema de deduccion) Si de unas premisas aq, ..., 0, «
podemos deducir una formula 8 y en la deduccion no se usan las reglas Sy
o Iy respecto de wvariables que aparecen en «, entonces a partir de aq,...,Qy,

podemos deducir o — f3.

DEMOSTRACION: Supongamos que tenemos una deducciéon dq,...,d,, con
premisas ar,...,0,,« que termina con 6, = B. Sea R = 1 = t,, que es un
término en el que aparecen las mismas variables que en a.

Pongamos que §; = s; = t;, y vamos a demostrar que §; = R-s; = R-1; es
un teorema, para todo i. En particular, para ¢ = m tendremos probado

IR $m — Rt =0,

de donde se sigue que R - |s,, — tm| = 0, que es lo mismo que (1 ~1,) -tz = 0,
y esto es, por definicion, o — 8.

Suponemos que tenemos demostraciones de las formulas 5} para j < 1y
veamos como demostrar 4;.
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Si §; = a, se trata de probar
(L=lsi —ti]) - si = (1= [si —t]) - t; =0,

pero esto es un caso particular de la formula (4.5), que hemos demostrado en la
prueba del teorema 4.6.

Si s; = t; es un axioma o una premisa «;, podemos incluirlo en la deduccién
como axioma o premisa y de él se sigue R -s; = R - t; aplicando la regla So al
término R - z.

Ahora basta probar que si J; se sigue de féormulas anteriores de la deduc-
cion mediante una de las cuatro reglas de inferencia primitivas, entonces o)
puede deducirse de las féormulas correspondientes de la demostracion que esta-
mos construyendo. Equivalentemente, basta probar que cada regla de inferencia
sigue siendo vélida si sus férmulas se multiplican por R.

e Para la regla S; se trata de ver que

R-s1(z) = R- so(x)
R- Sl(t) =R- Sg(t)

es una regla de inferencia valida, lo cual es cierto (es un caso particular de Sp)
siempre y cuando la variable z no aparezca en R, y esto lo tenemos garantizado
por la hipotesis del teorema, ya que las variables de R son las de la premisa
« y suponemos que en la demostraciéon nunca se usa S; respecto de variables
presentes en «.

e Para la regla S5 tenemos que demostrar que

R-t1 =R -t
R'S(tl) =R~S(t2)

es una regla de inferencia valida. Vamos a probar, de hecho, el teorema
R-t1=R-ts - R-s(t1) = R- s(ta). (4.6)
La regla se sigue, entonces, de aplicar MP. En primer lugar observamos que
Rti=R-ty—> (R=0Vt =t), (4.7)
pues, por definicion de la implicacién, se trata de la formula
(L=R-[ty —t2]) - R-[t1 — t2| =0,

que es un caso particular de (1 ~ x) -z = 0.

Por otra parte,
R=0— R-s(t1) = R-s(t2),

ti =1t —> R- S(tl) = R-S(tg).



4.3. El céalculo proposicional 119

La primera implicacion se debe a que, por definicion, es la formula
(1=R)-R-|s(t1) —s(t2)| =0

y sabemos que (1= R)-R = 0. La segunda es un caso particular de 4.6, aplicado
al término R - z, donde z es cualquier variable que no esté en R. Por la regla
del dilema, que ya hemos demostrado, concluimos

(RZO\/tl :tg) *)R'S(tl) :R'S(tg),
y la regla del silogismo hipotético aplicada a (4.7) nos da la conclusion (4.6).
e Para la regla T tenemos que demostrar

R‘tlZR'tQ R‘tlzR‘tg
R -ty =R-t3

que no es sino un caso particular de 7.

e Para la regla I tenemos que probar:

R-51(0) =R-s2(0) R-s1(Sz)) = R- h(z,s1(z)) R-s2(Sz) = R- h(z, s2(z))
R-si1(z) =R s2(x)

bajo el supuesto de que la variable x no esta en R.

Veamos en primer lugar que la regla de inferencia siguiente es valida:

s1 =11 Sg = 12
S1 =89 = t1 =to

En efecto, por la regla Ss, de las premisas obtenemos
|s1 — sa| = [t1 — 52, t1 — s2| = [t1 —t2],

luego por transitividad concluimos que |s1 — s3| = |t1 — ¢2]. De aqui, por Ss,

(L= [s1 = s2]) - [tr — t2] = (1 = [s1 — s2[) - [s1 — 52| = 0,
y esta ultima formula es s1 = s — t1 = to.

Por consiguiente, de las premisas de la regla de inducciéon deducimos
R-h(z,s1(x)) = R-h(z,s2(x)) = R-s1(Sx) = R - s2(Sx).

Por otra parte, un caso particular de (4.6) es:

R-s1(z) =R-sa(x) = R-h(z,s1(x)) = R h(x, s2(x)),
y, encadenando las dos implicaciones obtenemos

R-s1(z) = R-sa(x) = R-$1(Sx) = R - s2(Sx).

Como también contamos con la premisa R-s1(0) = R-s2(0), la regla de induccion
general I nos permite concluir R - s1(x) = R - s2(z). n
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Nota La restricciéon sobre el uso de las variables de la hipotesis en la deduccion
es necesaria para que el teorema de deducciéon sea valido. Si no la tenemos en
cuenta, podriamos “demostrar” cosas como éstas:

(1) =0 Hipotesis
(2) 1=0 S1, 1 (no permitida)
(3) x=0—1=0 Falso teorema de deduccion
4 0=0-1=0 S,3
(5) 0=0 Teorema
6) 1=0 MP, 4, 5
(1) z=1 Hipotesis
(2) Sz=2 So,1
(3) 0-(2=0)=0 Teorema
(4) Sz-(2=S1)=2-(2-2) 85,2
(5) 2-(2-2)=0 Teorema
(6) Sz-(2+Sz)=0 T,4,5
(M) - 2=2)=0 I5,3,6 (no permitida)
8) z=1—-2z-(2-2)=0 Falso teorema de deduccion
9) 1=1—51-(2=1)=0  S,8
(10) 1=1 Teorema
(11) 1-(2+1)=0 MP 9, 10
(12) 1-(2=-1)=1 Teorema
(12) 1=0 T 11, 12

Del teorema de deduccion se sigue facilmente una variante de interés:

Teorema 4.8 (Reduccion al absurdo) Si de unas premisas a,...,Q,, "«
podemos deducir una formula 8 N =8 y en la deduccion no se usan las reglas
Sy o Iy respecto de variables que aparecen en «, entonces a partir de aq, ..., o,
podemos deducir a.

DEMOSTRACION: Por el teorema de deduccién, de ag ..., «, se deduce la
implicacion —a — (8 A —8), pero (8 A =) es un teorema, luego podemos
deducir =—« y, por consiguiente, «. L]

Igualmente se justifica la variante consistente en suponer a y concluir —a.

Una aplicacién sencilla de la reducciéon al absurdo es la validez de la regla

-
a—f

que expresa que una féormula falsa implica cualquier otra.

Ahora ya podemos demostrar cualquier teorema logico o cualquier regla de
inferencia logica mediante argumentos 16gicos, sin necesidad de reducirlos a ar-
gumentos aritméticos como hemos venido haciendo hasta este momento. Por
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ejemplo, veamos las demostraciones de las reglas de equivalencia entre el dis-
yuntor y el implicador:

aVp o — f3
—a — 3 aVp

(1) avp Premisa (1) —a—p Premisa
(2) -« Hipotesis (2) —(aVp) Hipotesis
3) « Hipotesis (3) a—aVvp Teorema
(4) - Hipotesis 4) -« MT 2, 3
(5) a A« IC 2,3 (5) B—aVv B Teorema
6) p R abs. (6) -8 MT 2,5
(1) a—p ") B MP 1, 4
8) B—p Teorema 8) avp R abs.
9 avB—p D78

(10) B MP 1,9

(11) -a—p

Similarmente podemos probar las leyes de De Morgan, que expresan la equiva-
lencia entre el conjuntor y el disyuntor:

anp ~(ma VvV -p)
~(ma vV =p) anp
(1) -« Hipotesis (1) =(-aV —p) Premisa
(2) anp Hipotesis (2) -« Hipotesis
(3) « EC1 (3) -V fp 1D, 2
(4) —(anp) R abs. 4) « R abs.
(5) —a— =(aAp) (5) - Hipotesis
(6) -8 Hipotesis (6) —aVv-pg ID, 5
(1) anp Hipotesis (M B R abs.
8) B ECT7 (8) anp IC 4,7
(9) —(anp) R abs.
(10) =8 = =(anB)
(11) -aV =8 — ~(aAB) Dil5, 10
(12) aAp Premisa
(13) —=(aAp) DN 12
(14) ﬁ(ﬁa \% ﬁﬁ) MT 11, 13

En las demostraciones usamos la regla de eliminacion del conjuntor (EC), que
hemos demostrado en forma de implicacion.

No hemos demostrado ningin teorema o regla sobre el bicondicionador <.
En la practica bastan las que se deducen de su definicién y de las reglas de
introduccién y eliminacién del conjuntor:

a— 8 — « a
a+<f a— B, -«
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Tautologias El calculo deductivo de ARP no es seménticamente completo de-
bido a la ausencia de cuantificadores, pero podemos probar que es suficiente para
demostrar todas las formulas tautologicas, en el sentido que vamos a precisar a
continuacion.

Si A(p1,...,pn) es una formula del lenguane £, del calculo proposicional
cuyas variables estan entre p1,...,pn y @1,...,q, son féormulas del lenguaje
Larp de ARP, podemos definir una formula A(ay, ..., oy) de Layp con el criterio
obvio:

1. Si A = p;, entonces A(p1,...,pn) = @,

2. Si A = -B, entonces A(p1,...,pn) = " B(p1,...,pn),
3. Si A= BV C, entonces A(p1,...,pn) = Bp1,---,pn) VC(P1,-.-,0n),
4. Si A= B A C, entonces A(p1,...,pn) = B®1,.--,00) AC(D1,- -, Pn),
5. Si A= B — C, entonces A(p1,...,pn) = B(p1,...,0n) = C(P1,.--,0n),
6. Si A= B« C, entonces A(p1,...,pn) = B(p1,---,0n) < C(P1,-.-,Pn)-

Una tautologia en el lenguaje de ARP es una formula obtenida de este modo
a partir de una tautologia del lenguaje del célculo proposicional.®

Por ejemplo,
(F=yry=2)—=(@=y—>y=2)

es una tautologia, pero
T=yYNy=z—>r=2

no lo es.
Teorema 4.9 Todas las tautologias son teoremas de ARP.

DEMOSTRACION: Sea A(pi,...,pn) una tautologia en £, y sean a1, ..., oy
formulas de ARP. Tenemos que probar que A(asq, . .., @, ) es un teorema de ARP.

Por simplificar la notacién, si B = B(ps,...,pn) es cualquier formula de £,

cuyas variables estén entre p1, ..., p,, llamaremos B = B(ay, ..., q,).

Por el teorema 1.9, el secuente = A es demostrable en PK, y la prueba
muestra que existe una demostraciéon D en la que no se usa la regla de corte, lo
que a su vez implica que en ella no aparecen maés variables aparte de p1, ..., py.

Basta probar que si S = y1,...,v = 01,...,0, es un secuente de D, enton-
ces

F =% V- Vo, Vo V- V3§
ARP 71 'Yk 1 [}

pues esto aplicado al secuente final = A de D, nos da que AI— A, que es lo que
pretendemos probar. RP

8Notemos que del mismo modo se pueden definir las tautologias en cualquier lenguaje
formal de primer orden.
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Los secuentes iniciales de D son de la forma p; = p;, y la féormula corres-
pondiente en Larp €5 7oy V oy, que ciertamente es demostrable en ARP. Por
consiguiente, basta demostrar que si las formulas correspondientes a los secuen-
tes superiores de una regla de inferencia de PK son teoremas de ARP, lo mismo
vale para la formula correspondiente al secuente inferior. Esto se comprueba sin
dificultad analizando las reglas una a una. Veamos, a modo de ejemplo, el caso
de la regla izquierda del disyuntor. Suponemos que

F -aV—-" V-V VdéV--Ve
ARP 67 it Vi 1 rs

F =BV - V-V VdV--VJ
ot B s Y V 01 r

y distinguimos dos casos: si =y, V -+ - V =7, V VeV gr, entonces
“(@VB)V- V- VAV V-V,

Si, por el contrario, =(=y; V - -+ V = V 5V eV d,) o bien no hay formulas
colaterales, entonces —a y —f3, luego —~(a V f), luego llegamos a la misma
conclusion que en el primer caso. [

Esto se traduce en que en lo sucesivo no necesitamos preocuparnos por el
modo en que aplicamos reglas de inferencia logicas en ARP: si nos convencemos
de que una féormula « tiene que ser verdadera si unas premisas asq,...,a, lo
son, sin tener en cuenta para ello el significado de las formulas atémicas que
las componen, entonces « es demostrable en ARP a partir de dichas premisas
(porque la implicacién aq A - -+ A a;, — o es una tautologia).

4.4 La aritmética basica en ARP

Ahora que contamos con el calculo proposicional estamos en mejores condi-
ciones para explorar qué resultados pueden formalizarse en ARP. En la seccion
anterior hemos senalado que en la préctica ya podemos “olvidarnos” de la defi-
nicion aritmética de los conectores logicos y trabajar con ellos como conectores
propiamente dichos. Sin embargo, todavia necesitamos recurrir a la aritmética
subyacente para demostrar dos teoremas aritméticos bésicos, a saber, las dos
primeras afirmaciones del teorema siguiente:

Teorema 4.10 Las formulas siguientes son teoremas de ARP:
1. Sz #0.
. Se=Sy—>z=y.
.e=0Vae=_Sx=1).

2

3

4. x+z=y+z—=x=1y.

S. 24+y=02=0Ay=0.
6

L2zy=02=0Vy=0.
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DEMOSTRACION: 1) Por definicion del negador, Sz # 0 no es sino la férmula
1= Sz =0, que ya sabemos que es demostrable.

2) Ahora tenemos la formula (1 =[Sz — Sy|) - | = y| = 0, que es equivalente
a (1= |x—yl|)-|Jr=y| =0, la cual también es demostrable (es un caso particular
de (1 ~z)-2=0).

3) Por induccion sobre x. Para x = 0 es trivial y, supuesto cierto para z,
tenemos que (Sz) ~1=(x +1) =1 =z, luego Sz = S(Sz = 1).

4) Se prueba facilmente por induccion sobre z.

5) Es inmediato porque si y # 0, entonces y = S(y ~ 1), luego
O=z+y=SE+(y~1),

en contra de 1), luego y = 0 y, por consiguiente, x = 0. La otra implicacion es
obvia.

6) Si zy = 0, pero y # 0, entonces zy = z(S(y - 1)) = z(y = 1) + x = 0,

luego = = 0 por el resultado precedente. L]

Nota En ARP no tenemos cuantificadores, pero eso no significa que no podamos
expresar y demostrar enunciados que ordinariamente expresariamos con ellos.
Por ejemplo, la segunda afirmacion del teorema anterior es lo que, si tuviéramos
cuantificadores, escribirfamos como Az(Sz = Sy — x = y), mientras que la
tercera es lo que més habitualmente expresariamos en la forma

Au(u =0V Vou = Sv).

En ARP no tenemos particularizador, pero eso no significa que no podamos
expresar enunciados que ordinariamente expresariamos con él. Lo que sucede es
que si queremos afirmar que existe un u que cumple algo, tenemos que construir
una funcién (recursiva primitiva) que calcule ese u, como en este caso es la
funcion x = 1. n
Definiciéon 4.11 z<y=z+ (y~z) =y.

Si dispusiéramos de particularizador, habriamos definido

x§yz\/uu+x:y,

pero al no disponer de él, hemos tenido que decir explicitamente quién es wu.
Veamos que se trata de una relaciéon de orden:

1.z <x+y.
Por la propiedad (6) de la resta truncada.

2. <z
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e lyhNy<z—=zxT=y.

Tenemos que = + (y — x) =y, y + (¢ ~ y) = z, luego
T+ (y=2z)+(r=y) ==z
luego (y ~ z) + (x ~ y) =0, luego . ~ y = 0 =y ~ z, luego

r=z+({y=-z)=y.

e lyNy<Lz—=zx <z

Tenemos z + (y ~ z) =y Ay + (z ~ y) = z, luego
T+ (y=z)+(z+y) =2

luego x < z por (1).

. 0< .

.o < Sx.

Puesz+Sz~z=z+ ((z+1)~z)=2+1= Sz

e <yVy<uz

Lo probamos por induccién sobre y. Para y = 0 es claro. Si vale para vy,
en el caso z < y tenemos x < y < Sy, mientras que si y < x, entonces
y+(x=-y)==z Siz=y=0,entonces y =z y x < Sy. Six=~y#0,
entonces y + S((z - y) = 1)) = z, luego Sy + ((z — y) = 1) = z, luego
Sy < z por (1).

Ly<Sreoy<axVvy= Sz

Siy < Sz, entonces y + (Sx ~ y) = Sz. Si Sz~ y =0, queda y = Sz y,
en caso contrario, y + S((Sx ~y) ~ 1) = Sz, luego y + ((Sx ~y) ~ 1) = =,
luego y < z, por (1).

Siy<xzVy= Sz, en el segundo caso es claro que y < Sz, mientras que
en el primero y + (z ~ y) = &, luego y + S(x ~ y) = Sz, luego y < Sz, de
nuevo por (1).

e lysrr+z<y+z.

Six <y, entonces x + (y ~ ) =y, luego x + z + (y ~ ) = y + 2, luego
x4z <y+zpor (1).

Sizx+2z<y+ z entonces z < y V y < x, pero si se da el segundo caso,
por la parte ya probada, y + z < x + z, luego = + z = y + z, luego =z = v,
luego = < y.

z#0Nzz=yz > =1y.

Podemos suponer que xz < y. Entonces z + (y ~ z) = y, luego zz =
(y ~x)z +yz =2z, luego (y ~ )z = 0, luego y — x = 0, luego = = y.
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11. 2 <y — xz < yz.
Pues z + (y =~ z) =y, luego xz + (y ~ =)z = yz, luego zz < yz.

12 z# 0N 2z <yz —ax<y.

Se cumple z < y V y < z, pero en el segundo caso yz < zz, luego yz = xz,
luego y = x, luego = < y.

Definimos = < y =« < y A x # y. Las propiedades obvias de esta relacion
se deducen inmediatamente de las propiedades correspondientes de <.

Potencias Para completar la aritmética basica de los niimeros naturales intro-
ducimos la exponenciacién mediante el funtor determinado por las ecuaciones:

20 =1, 2Vt =¥ g
Las propiedades siguientes se prueban facilmente por induccion:
1. a9T7 = Y27,
2. (ay)* = 27y
3. (z%)* = av®.
4. x>0—-0"=0.
5. 17 =x.
6. r<y—ax* <y~
T.x2>21 ANy <z—=a¥y <ax?.
. x>2—y<aY.

Veamos la dltima como ejemplo. Razonamos por induccién sobre y. Para
y = 0 es inmediato. Supuesto cierto para y, o bien y = 0, en cuyo caso se
cumple que y +1 =1 <z = z! = 2Y*!, 0 bien y > 1, en cuyo caso

V=Y. o >aY. 2>y 2=y+y>y+1

4.5 Cuantificadores acotados

Veamos ahora que en ARP también podemos definir cuantificadores de la
forma Vu < z, Au < z.

Definicién 4.12 Si o = s; = s2 es una férmula de L,,, cuyas variables estén
entre 1, ..., Ty, definimos el funtor x.(z1,...,z,) = x[a] dado por

Xa(T1,. o &n) =1+t4 =1 |51 — s9].
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Asi, teniendo en cuenta las reglas (4.3), se cumple que

Xa(Z1, o xn) =1 alzy, ..., zy),
Xa(Z1, oy Zn) =0 naxy, ..., 2Tn).
Dada una férmula o(z1, . . ., z,, z), consideramos el funtor dado por las ecua-
ciones
My (z1, ..., 2n,0) = xa(21,. .., 2n,0),
Mo(z1,...,2n,S) = Ma(21,. .., Zpn, )+
X[Ma(z1,. .. Zn,x) =0 A XalZ1, ...y @0, ST)] - (T + 2).
Notemos que —abreviando x4, ..., z, como T— la sucesién

Mo (7,0), Ma(Z,1), Ma(T,2), . ..

toma el valor 0 hasta que aparece el primer z que cumple «(Z,x), y a partir de
ese momento toma el valor x + 1. Definimos

Vu<zalry,...,zo,u) = My(21,...,700,2) #0,
Nu<zalry,...,on,u) = =Vu<z-alr,... o,,u),
pu < zo(r, ..., Thu) = My(x1,... 2, x) = 1.

Vamos a comprobar que estas definiciones se comportan como cabe esperar.
En los resultados siguientes escribiremos «(x) en lugar de a(z1,...,z,, ), es
decir, no supondremos que x es la tnica variable de a.

1o pu <za(u) <z

Por induccién sobre x. Para z = 0 tenemos que
pu < 0a(u) = My(0) = 1=x,(0)=-1=0<0,

pues Xq(0) solo puede valer 0 o 1.
Si vale para x, distinguimos dos casos:

Si M, (z) # 0, entonces My (Sz) = My (z), luego
pu < Szra(u) = pu < za(u) <z < St.
Si M, (z) = 0, entonces
My (Sz) = x[Ma(x) =0 A xa(S2)] - (2 +2) <z +2,

luego pu < Sz a(u) = My (Sz) ~1<(x+2)=1=Sx.
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2. y<aAaly) = Vu<zalw) Apu < zalu) <y).

Por induccién sobre z. Para = 0 tenemos y = 0, «(0), luego
Ma(z) = xa(0) =1 #0.

ademaés, pu < 0afu) = Ma(0) = 1=1=1=0, luego pu < 0a(u) < y.

Supuesto para z, si y < Sz A a(y), o bien y < z o bien y = Sz. En el
primer caso, por hipétesis de induccion, Vu < x a(u), es decir, M, (z) # 0,
luego M, (Sx) # 0, luego también se cumple Vu < Sz a(u).

Ademas, M, (Sz) = My (z), luego pu < Sz a(u) = pu < za(u) < y.
Siy = Sz, tenemos xo(Sz) =1 # 0 luego, o bien M, (z) # 0, o bien

X[Mo(2) = 0 A xa(S2)] - (2 4 2) # 0,

y en ambos casos M, (Sz) # 0, luego Vu < Sz a(u).
Si M, () # 0, entonces My (Sz) = My (z), luego

pu < Szo(u) = pu < zalu) <z < Sz.
Si M, (x) = 0, entonces
M, (Sz) = x[Ma(z) =0 A xa(Sz)] - (x +2) =2+ 2,
luego pu < Sx = Sz < y.

Vu < zalu) = a(pu < za(u)).

Por induccién sobre z. Para z = 0 tenemos x4(0) = M, (0) # 0, luego se
cumple a(0) y ademés pu < 0afu) = My(0) =1 =1-=1 =0, luego se
cumple a(pu < 0a(u)).

Si vale para z y Vu < Sz a(u), entonces M, (Sz) # 0. Distinguimos dos
casos:

Si M, (z) # 0, entonces Vu < xa(u), luego por hipotesis de induc-
cion a(puu < zoa(u)). Ademés pu < zalu) = My(x) = 1. En este
caso My, (Sz) = My(x), luego pu < Sza(u) = pu < zalu), luego
a(pu < Sz a(u)).
Si M, (x) = 0, necesariamente
X[Ma(z) = 0 A Xa(S2)] - (x +2) #0,

luego xo(Sz) =1, luego se cumple «(Sx). Ademas

My (Sz) = x[Ma(z) =0 A xa(Sz)] - (x +2) =2+ 2,

luego pu < Sz a(u) = (x + 2) = 1 = Sz, luego a(pu < Sz a(u)).
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4. y <z A Nu<zalu) = aly).

Supuesto y < z A Au < xa(u) y =a(y), entonces Vu < x—=a(u), luego
-Au < xa(u) y tenemos una contradiccion.

Podemos considerar también las variantes
Nu<zau)=Au<z(u<z— alu)),

Vu < zau) =Vu<z(u<zAalu)),

y es facil probar que cumplen los resultados obvios que cabe esperar que cum-
plan.

Ahora es facil probar la regla de inducciéon completa:

NAu <z é(u) — ¢(x)
o(x)

DEMOSTRACION: Probamos por inducciéon que ¢(z) = Au < z¢(u). Se
cumple trivialmente para x = 0 y, si vale para x, por la premisa, tenemos ¢(x),
de donde se deduce obviamente que Au < Sz ¢(u). En particular se cumple
P(Sz) = Au < Sz ¢(u), luego haciendo u = = obtenemos ¢(z). "

4.6 Sucesiones y conjuntos

Para terminar probaremos que en ARP es posible definir sucesiones finitas y
conjuntos finitos. Para ello necesitaremos probar algunos resultados aritméticos
adicionales.

Divisién euclidea Empezamos demostrando la existencia y unicidad de la
divisiéon euclidea:

Definicién 4.13 Definimos los funtores determinados por
¢(D,d) = pu < DD <d(u+1), r(D,d)=D ~d-c(D,d).
Teorema 4.14 Se cumple:
1.d#420—>D=d-¢(D,d)+r(D,d) Ar(D,d) < d.
22.d#0AND=d-c+rAr<d—c=c(D,d) Nr=r(D,d).
DEMOSTRACION: 1) Como d # 0, tenemos que 1 < d, luego
D <dD <dD+d=d(D+1),

y esto prueba que Vu < DD < d(u+ 1), luego D < d- (c¢(D,d) +1). Tiene que
ser d - ¢(D,d) < D, pues si fuera D < d - ¢(D,d), entonces ¢(D,d) # 0, luego,
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llamando ¢ = ¢(D,d) = 1, se cumpliria ¢(D,d) = ¢ + 1, luego ¢ < ¢(D,d) y
D < d- (¢ +1), en contra de la minimalidad de ¢(D,d). Asi pues:

d-c(D,d) <D <d-(c(D,d) +1).
Por la definicion de <, la primera desigualdad implica que
D =d-¢D,d)+r(D,d).
Tiene que ser (D, d) < d, pues si d < r(D,d), entonces
d+ (r(D,d) -~ d) =r(D,d)
y asi
D=d-¢D,d)+d+ (r(D,d)~d)=d- (¢(D,d) + 1)+ (r(D,d) = d),
luego d - (¢(D,d) + 1) < D, contradiccion.
2) Tenemos que dc < D = dc+r < de+d = d(c+1), luego la minimalidad de
¢(D, d) implica que ¢(D, d) < c. Sila desigualdad fuera estricta, ¢(D,d)+1 < ¢,

luego
D <d(e(D,d)+1) <dc<dc+r=D,

y tenemos una contradiccion. Por lo tanto, ¢ = ¢(D, d), y como
d-e(D,d)+r(D,d)=D=d-d+r=d-¢(D,d) +r,
también r = r(D, d). "
Por ejemplo, ahora podemos clasificar a los niimeros naturales en pares e
impares, segun si r(D,2) = 0 o r(D,2) = 1. Equivalentemente, por la unicidad
de la division euclidea, los ntimeros pares son los de la forma 2n y los impares
los de la forma 2n + 1. Es facil probar que

r(ab,2) = r(a,2)r(b,2),

de modo que el producto de par por par o par por impar es par, mientras que
el producto de impares es impar.

Sucesiones finitas Veamos como podemos tratar en APR con sucesiones
finitas de ntimeros naturales. Empezamos estudiando los pares ordenados:

Definicion 4.15 Definimos el funtor
(z,y)g =c(z+y)z+y+1),2) +uz,

donde ¢(D, d) es el cociente de la division euclidea de D entre d.
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Es facil ver que la divisién es exacta,’ de modo que
2(z,y)y = (z+y)(z+y+1)+2z.
Observemos ahora que
(z+1)(z+2)=22+32+2>22+2> 2z
Por lo tanto, si definimos el funtor
Fiz)=pu <2412z <u(u+1)),
tenemos que z + 1 cumple la propiedad considerada, luego
22 < F(2)(F(2)+1) y F(z)<z+1

No puede ser F(z) = 0, luego si definimos G(z) = F'(z) = 1, se cumple que
F(z) = G(2)+1y, como G(z) < F(z), no puede cumplir la propiedad que define
a F, luego

G(2)(G(z)+1) <2z < (G(2) + 1)(G(2) + 2), G(z) < z.
Observemos ademés que si un r cumple

rir4+1)<2z2<(r+1)(r+2),

necesariamente r = G(z), pues por la minimalidad de F tenemos F(z) < r + 1,
luego G(z) < r y, si la desigualdad fuera estricta, G(z) < r, luego

(G(z2) +1)(G(2) +2) <r(r+1) <2z

y tenemos una contradiccion.

Definimos el funtor
21 =¢(2z = G(2)(G(z) + 1), 2).
Es facil ver que el argumento de c¢ es par, por lo que
22 =G(2)(G(z) + 1) + 2.
Ademas se cumple que z; < G(z), pues si fuera G(z) < z1, entonces
2G(2) < 221 = 22 = G(2)(G(2) + 1) =2z — G(2)? — G(2),

luego G(2)?+3G(2) < 2z, luego G(2)?+3G(2)+1 < 2z. Otra vez, distinguiendo
casos segin si G(z) es par o impar, se comprueba que el miembro izquierdo
siempre es impar, por lo que no puede darse la igualdad, luego

(G(2) +1)(G(2) +2) = G(2)* + 3G(2) + 2 < 2z,

9Porque el dividendo es necesariamente el producto de un ntimero par por un impar, luego
es par.
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en contradiccion con la construccion de G. Por lo tanto, z; < G(z), luego el
funtor

2o =G(z) ~ =
cumple G(z) =21+ 22 y

22 =G(2)(G(2) + 1)+ 221 = (21 + 22) (21 + 22 + 1) + 221 = 2 (21, 22)5,

luego z = (21, 22),.

El teorema siguiente recoge las propiedades que hemos demostrado de los
funtores (z,y)y, 21 y 22 junto con algunas mas:

Teorema 4.16 Se cumple:
1. z=(z1,22)q,
2. 21+ 20 < 2,
3. z2=(2,y)g > x =21 NY = 2.

DEMOSTRACION: Ya hemos demostrado la primera afirmacion, y también la
segunda, pues hemos visto que 21 + 22 = G(z) < z.

Si z = (z,y),, llamando r = = + y, tenemos que 2z = r(r 4+ 1) + 2z, con
x <7, luego

rr4+1)<22<r4+r+20<r?+3r<r?+3r4+2=(+1)(r+2),
y antes hemos probado que esto implica r = G(z) = 21 + 22, luego
(z1+22)(z1+ 220+ 1)+ 221 =2z2=r(r+1)+ 2z

implica que 2x = 221, luego © = x1, y entonces z; + 22 = = + y implica que
Yy = z. u

Con esto hemos probado que cada ntimero natural z se expresa de forma
tnica como un par (21, 22), de nimeros naturales. Tanto la funcion que a cada
par de ntiimeros naturales le asigna el ntimero (z1, z2), como las proyecciones que
a cada z le asignan sus coordenadas z; y 22 son funciones recursivas primitivas.

Similarmente podemos considerar el funtor

<x’ Y, Z>3 = <<x’ y>2 ) Z>2

y las proyecciones 2} = (21)1, 25 = (21)2, 22

S = 22, de modo que

z = (21, 22, 23) , z2=(u,v,w); > uU=21 NV=123 ANw = 23.

Asi, podemos identificar los numeros naturales con las ternas de numeros natu-
rales.
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En general, podemos definir los funtores

(1, wn), = (@1, .. Tpo1)yy 4 ,xn>2
y las proyecciones!?
pi(z) = P?71(21), para i <n
pn(z) = 2.

Si definimos (x),; = «, estas definiciones coinciden con las que ya tenfamos
en el caso n = 2.

Razonando por induccién sobre n, se prueba sin dificultad que

z2=P1(2),. . 0n(2),,, Z2=(T1,...,%n), > T1 =21 A" NIy = 2Zp.

Ejemplo Un simple célculo nos da que
(3,1), =13, (3,1,5), = (13,5), = 184,

de modo que el namero 184 puede verse como él mismo, o como el par (13,5),
o como la terna (3,1, 5).

En general, cada namero natural n puede verse indistintamente como un
niamero (él mismo), como un par de ntimeros, o una terna, o una cuadrupla,
etc. Por ejemplo, el namero n = 17337 210 puede verse como

17337210, (5882,5), (104,3,5), (13,0,3,5), (3,1,0,3,5),

(0,2,1,0,3,5), (0,0,2,1,0,3,5), (0,0,0,2,1,0,3,5),...

Para evitar que un mismo nimero pueda verse como muchas cosas a la vez,
podemos definir una nueva familia de infinitos funtores:

<x1,...,:rn>zo = <TL_ 17<x17"‘7xn>n>2+1‘

Asi, cada ntmero natural no nulo s codifica una tnica sucesiéon. Para cal-
cularla, pasamos a s — 1, intepretamos el resultado como un par y la primera
componente +1 nos indica la longitud n de la sucesién codificada, y ésta es la
segunda componente interpretada precisamente como sucesion de longitud n.

Mas precisamente, definimos la longitud de un nimero natural como

Us) = (1= (1= s))(sy +1).

Asi, £(0) = 0, mientras que si s # 0, entonces £(s) > 0y s;3 = (s) =~ 1.

10Notemos que no hemos definido un funtor (z1,... ,Zn),, de rango n + 1, sino infinitos
funtores de rango n. Igualmente, la definicion de las proyecciones no es la definicién de un
tnico funtor pf*(z) de rango 3, sino que estamos definiendo infinitos funtores de rango 1, cada
uno con su propia definicién.
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Para definir las proyecciones definimos primero el funtor
R(s,0) = (s = 1)q, R(s,i+1) = R(s,1)1.

pio(s) = (1= i)R(s, (s = 1)1) + (1 = (1 = @) R(s, (s = 1)1 = 0)2.

Notemos que p°(s) es un funtor de rango 2, es decir, que ahora no tenemos
infinitos funtores de rango 1, sino que tanto i como s son argumentos de un
mismo funtor.

Ejemplo Sis=(3,2,7), =(2,((3,2),,7),), + 1, tenemos que

R(s,0) =((3,2),,7) R(s,1) =(3,2),, R(s,2)=3,

29
luego p3°(s) = R(s,2) =3, p°(s) = R(s,1)2 =2, p3°(s) = R(s,0)2 =7. =

Nota A partir de ahora escribiremos s; = p°(s). n
Notemos que £(s) < sy A\i < £(s)s; < s.

Veamos que todo ntimero natural, visto como sucesiéon, estd univocamente
determinado por sus proyecciones.

Teorema 4.17 ((s) = L(t) A (Ni < U(s)s; =t;) = s =t.

DEMOSTRACION: Si £(s) = £(t) = 0, entonces s = ¢t = 0. Supongamos que
¢(s) = L(t) > 0. Entonces

l=(s=1)1=40(s)=1=L()~1=(t=1)1.
Veamos por inducciéon que
i <l— R(s,l~1i)=R(t1~-1).
Para ¢ = 0 tenemos que
R(s,1) = 59 = to = R(t,1).

Si es cierto para ¢ < [, entonces i + 1 <[, luegoi+1+ (I = (1 +1)) =1, de
donde (I = (i+1)) +1 =1~ i. Por lo tanto,

R(s,1=(i+1))1 = R(s, (1= (i+1))+1) = R(s,l=3) = R(t,1-1i) = R(t, 1~ (i+1))1.
Por otra parte,
R(s,1= (i+1))1 = sip1 =tit1 = R, 1= (i + 1)1,

luego R(s,l=(i+1)) = R(t,1+(i+1)). Esto completa la induccion y, aplicandolo
a 1 = [ obtenemos

(s =1)2 = R(s,0) = R(t,0) = (t = 1)2,

pero (s = 1)y =1 = (t = 1)1, luego de hecho s = 1 =t = 1, luego s = t. n
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Notemos que, aunque aparentemente hemos hecho que el 0 no codifique a
ninguna sucesion, en realidad no es asi, sino que las definiciones que hemos
dado nos permiten considerar que 0 representa a la sucesion vacia, es decir, una
sucesion de longitud 0 que no tiene ningtn término.

Ejemplo La tabla siguiente muestra la interpretaciéon como sucesiones de los 40
primeros ntmeros naturales:

0 10 0,0,0,0 [20 0,0,0,0,1 30 0,3
10 11 4 21 0,0,0,0,0,0 |31 1,0,0

2 1 12 0,2 22 6 32 0,0,1,1

3 0,0 |13 0,1,0 23 2,0 33 0,0,0,0,2

4 2 14 0,0,0,1 |24 0,1,1 34 0,0,0,0,1,0

5 0,1 |15 0,0,0,0,0 |25 0,0,0,2 35 0,0,0,0,0,0,1
6 0,0,0|16 5 26 0,0,0,1,0 36 0,0,0,0,0,0,0,0
7 3 17 1,1 27 0,0,0,0,0,1 |37 8

8 1,0 |18 0,0,2 28 0,0,0,0,0,0,0 | 38 1,2

9 0,0,1]19 0,0,1,0 |29 7 39 0,0,3

Por ejemplo, para calcular la sucesion asociada al namero 352 889 465, como
no es 0, le restamos 1 y lo interpretamos como par:

352889464 = (3,26 563), ,

lo que nos indica que debemos interpretar el niimero 26 563 como una sucesiéon
de longitud 4, la cual resulta ser 3,2,2,1.

A partir de ahora, cuando hablemos de la sucesion 3,2,2,1, entenderemos
que no es sino una forma de referirnos al nimero natural 352 889 465. m

Una comprobacién rutinaria muestra que
o0 ny __
Y2 (<$07"'axn*1>oo) = Tq,

lo que muestra que toda sucesion finita de ntimeros naturales esta codificada
por un namero natural. En la practica podemos omitir el superindice n en el
funtor (xo, ..., Tn_1), puesto que éste se deduce del ntimero de argumentos.

No debemos confundir un niimero natural n con la sucesion de longitud 1
que lo tiene como unico término. Esta viene dada por el funtor

(n) o = (0,m)y + 1.
Definicion 4.18 Diremos que una sucesion t extiende a otra s si
sCt=4L(s) <Lt)ANNi < l(s)s; =t;.
Es facil ver que:

1. sC s,
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2. sCtNANtEs—>s=t,
3. sCtAtCu—sCu,
4. 0C s.
Definimos
s7(n) = (1= 5) (n) + (1= (1= 8))({ls), ((s = D)2, 1)3)5 +1).
Una comprobacién rutinaria muestra que
U(s™(n)) =L(s)+1, sCs(n), (s7(n))ys) =n.

Vemos asi que s (n) no es sino la sucesion que resulta de afadir n como
altimo término a la sucesion representada por s. Méas en general, definimos

sTt = F(s,t,L(t)),
donde F es el funtor dado por
F(s,t,0) = s, F(s,t,n+1)=F(s,t,n)" (tn) .

De nuevo una comprobacién rutinaria muestra que

Us™t) = L(s) +L(t), Ni<l(s)(s™t)i=s; Ni<l(t)(s )os)ri =ti
En particular, s C s7t.

Definimos la restriccion de una sucesion mediante el funtor dado por

slo =0, slit1 =sli™ (si) -

Es facil probar que i < £(s) — £(s];) =i A s|; C s. Mas aun, si t C s,
entonces t = s|y).

Similarmente definimos s|* = F(s,i,£(s) = i), donde
F(s,1,0) = s;, F(syi,n+1)=F(s,4,n)" (Sitn) -
Asi, si i < £(s), se cumple que £(s]") = £(s) —iy s = s|; s

A partir de este momento ya no usaremos mas los funtores (z1,..., xn>n ni
sus proyecciones correspondientes, sino que siempre que hablemos de sucesiones
de ntmeros naturales consideraremos los funtores (z1,...,z,)., y las proyec-
ciones dadas por el funtor p$°(s), de rango 2.

Si F(x1,...,Tny1) es un funtor de rango n + 1, podemos definir a partir de
él otro funtor igualmente de rango n + 1 dado por

Flo(x1,...,2n) =0, Flog1(z1,...,2,) = Flo(z1, ..., 20) (F(21,...,Zn,2)).
Es claro que £(F|;(z1,...,2,)) =2y

Ni <z Flp(z1,... 20)i = F(z1,...,Tn,1).
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Teorema 4.19 (Recursién completa) Si G es un funtor de rango n + 2,
existe un funtor F' de rango n+ 1 tal que

F(xy,...,xn,x) = G(a1,. .. Tpn, 2, Fle(x1,. .., 20)).
DEMOSTRACION: Definimos un funtor H mediante
H(zy,...,2,,0) =0,
H(zy,...,2n, 2+ 1) = H(xy, ..., 20, 2) (G(21, ..., 00,2, H(x1, ..., 29, 2))) .
Y a su vez,
F(zy,...,xn,2) = H(x1,...,2p,2 + 1),.

Veamos que F' cumple lo requerido. Por aligerar la notacién escribiremos
T en lugar de x1,...,2,. En primer lugar, una simple induccién nos da que
0(H(Z,z)) = z. En segundo lugar, H(Z,z) = F|,(Z). En efecto, para © = 0 es

H(z,0) =0 = Flo(7),

y si vale para x, entonces, como {(H(Z,z 4+ 1)) = = + 1, la definicion de H
implica que
H(z, x4 1) = H(@,2){H@ 2 + 1)),

luego por la hipotesis de inducciéon y la definicion de F:
H(z,x +1) = Flo(8) (F(#,2)) = Flos (2).

Finalmente probamos por inducciéon que F' cumple la propiedad del enun-
ciado:
F(z,0) = H(z,1)p = G(z,0,0) = G(z,0, Flo(x)),

0)
F(z,z+1)=H(Z,24+2)y41 = GZ,2+1,HZ, 2+ 1)) = G(Z,z+ 1, F|,+1(Z)).

|
Sumas finitas Ahora que ya sabemos manipular sucesiones finitas en ARP,
pasamos a estudiar las sumas finitas:

Definiciéon 4.20 Si t(zq,...,x,) es un término cuyas variables estén entre las
indicadas, definimos un funtor de rango n mediante las ecuaciones:

Zt(xl,...,xn_l,i) = 0

1<z

Sot(ar, . Tpe1,t) = Y@, Xpo1,8) FE(EL, e, X1, T).
i<z+1 i<z

Escribiremos también:

Z t(:vl,...,xn,l,i) = Z t(xl,...,a:n,l,i).

i<z <x+1
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Los hechos siguientes se demuestran facilmente por induccion sobre x (por
simplicidad omitimos los parametros que no son relevantes en el enunciado de
las propiedades):

1Y t1(3) + > ta(d) = D (01(4) + t2(2)).

2. gy H(i) = yg‘;t(i).

3. K% i) = ;y i) + X Uy +1).

4. Ni < wt1(i) < ta(i) — Z;ztl(i) < ng(z‘).
5. i;;t(i) =0— Ni <azt(i)=0.

Desarrollos decimales Hasta ahora, cuando hemos escrito nimeros como
184, teniamos que entender que 184 no era mas que una forma de abreviar un
numeral compuesto por 184 funtores S seguidos de un 0. Sin embargo ahora
podemos formalizar en ARP el concepto de desarrollo decimal que nos permite
interpretar 184 como lo que expresa realmente. Empezamos introduciendo las
definiciones necesarias:

Definicion 4.21 Consideremos el funtor dado por

S(d)z E Sldl
i<l(s)

Un desarrollo decimal en base d de un niimero natural x es una sucesion finita s
tal que N\i < £(s)s; < dy x = s(q)- Diremos que se trata de un desarrollo
reducido si £(s) = 0 (lo cual sélo puede suceder si x = 0) o bien £(s) > 0y

sf(s);l # O

Vamos a demostrar que cada nimero natural admite un desarrollo decimal
en cualquier base d > 2 y que éste es tnico si exigimos que sea reducido.

Empezamos considerando el funtor dado por las ecuaciones

F(z,d,0) = {c(z,d),r(z,d)),
F(z,d,i+1) = (c(F(z,d,i)o,d),r(F(x,d,i)o,d)).

donde ¢ y r son los funtores que calculan el cociente y el resto de la division
euclidea. Definimos z}[d] = F(z,d, i)o, x;[d] = F(z,d,i)1. Asi

v =wpld] - d+xold],  aild] =ai,[d]-d+xia[d],
con z;[d] < d, para todo i. De aqui se sigue que

x=ah[d-d"t + 3 x[d] - d'.

i<n
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En efecto, razonamos por induccion sobre n. Para n = 0 es inmediato y, si vale
para n,
r = xi[d Sd 4 S [d) - d
i<n
= (@l A ) - P S fd] - d
i<n
= ai 4 [d-d"? +zppa[d - dVT Y 2yd] -
i<n
= aiqld-d"P+ > xld]-d.
i<nt1
Si d > 2 tenemos que x < d**! luego x%[d] = 0, pues de lo contrario la
expresion que acabamos de probar nos daria que d**! < x. Por consiguiente,
r= > x;[d] - d'.
i<z
Con esto ya hemos probado que todo nimero natural admite un desarrollo
decimal en base d. Vamos a afinar un poco la construccién para quedarnos con
uno reducido. Definimos
Ny(z)=pu<z+1a=> xd-d,
<u
de modo que
r= > xld-d.
i<Nd(I)

Claramente Ng(0) = 0 y si ¢ # 0, entonces Ng(z) > 0y ng(z) = Ng(z) = 1
cumple que x,,,(;)[d] # 0, o de lo contrario seria

r= Y xd-d

’L<nd(lﬂ)
con ng(x) < Ny(z), en contra de la minimalidad de Ny(z).

Definimos las cifras decimales de x en base d como la sucesiéon dada por
la restriccion a Ng(x) del funtor z;[d], es decir, z[d] = z|n,()[d]. El teorema
siguiente recoge lo que hemos demostrado y algunos hechos maés:

Teorema 4.22 Si d > 2, todo nimero natural x # 0 admite el desarrollo
decimal reducido en base d

r=zldg = > ald-d,

i<ng(zx)

Ademds, six = 5(qy es otro desarrollo decimal en base d, entonces £(s) > nq(x),
y, para todo i < l(s), se cumple que

_ Jald] sii < ng(x),
=0 si 1> ng(x).

En particular, x admite un unico desarrollo decimal reducido.
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DEMOSTRACION: Ya hemos probado que xz[d]4) = =, que z;[d] < d y que
Ty, (z)[d] # 0, por lo que z[d] es un desarrollo decimal reducido de z.

Para probar la unicidad partimos de una sucesién s > 0 arbitraria tal que
Ni < £(s)s; < d y vamos a probar por induccién que, para todo k < £(s), se
cumple

(s(ay)ild] = > Sipkrd AN < E(sa))ild] = s
i<t(s)= (k+1)

Para k = 0 tenemos que

s= Ysid= Ysia-dttso=d- Y si1-d+so,
i<t(s) i<l(s)=1 i<t(s)=1

luego por la unicidad de la divisién euclidea concluimos que zg[d] = sg y

(s@loldl = 2 siy1-d'.
1<l(s)—1

Supuesto cierto para k y k+ 1 < £(s), tenemos que

(8(a))xld] = d - (8(a)) 41 [d] + (S(ay)k+1[d], (8(a))k+1ld] < d,
> Sipepdi=d- Y Sippyod + gy, Spt1 < d.
i<t(s)= (k+1) i<t(s)= (k+2)

Por la unicidad de la division euclidea, tiene que ser

(s@)ialdl = > siprsed’,  (S(a))k+1[d] = sps1,
i<b(s)~= (k+2)

lo que completa la induccién. En particular, para k = £(s) — 1 tenemos que
Ni < £(s) (5(a))ild] = si-

Si suponemos que s(gy = T, entonces x = Y x;[d] - d?, luego por la defini-
i<l(s)
cion de Ny(x) tiene que ser ng(z) < Ny(z) < £(s). Ademaés,

x = Z S+ dt = E xl[d] LA+ Z SNa(z)ti de(ac)—i-i’
i<l(s) i<Ng(z) i<t(s)= Na()

pero el primero de los dltimos dos sumandos también vale x, luego

Z SNa(z)+i dNa(@)H = 0,
1<l(s)—Ng(x)

luego \i < £(s) = Na(x) sn,(z)+i = 0, luego s; = 0 si Ng(z) < i < £(s).

De este modo, el desarrollo reducido = 5.  z;[d] - d* es esencialmente
i<ng(w)
Gnico, en cuanto que cualquier otro desarrollo decimal de z resulta de prolongar
éste con cifras nulas. "

Por otro lado, observemos que 0 = 0(4) es por definicion el tnico desarrollo
decimal reducido de 0.

La unicidad de los desarrollos decimales puede expresarse asi:
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Teorema 4.23 d > 2 A Ni < x+y 2;[d] = y;[d] = v =y.
Asi pues, ahora podemos definir las cifras decimales
1=50, 2=951, 3=52, 4=53, 5=54,
6=955 T7=56, 8=57 9=258
y convenir en que todo numeral como 1314 ha de interpretarse como
(4,1,3,1) gg -

En particular, 59 =10y (4,1,3,1),, =1-10%+3-10% +1-10 + 4.

La relacion de pertenencia Ahora veremos que, al igual que podemos in-
terpretar los nimeros naturales como sucesiones finitas, también podemos in-
terpretarlos como conjuntos finitos. Para ello basta considerar la relacién de
pertenencia siguiente:

Definicion 4.24 z € y =y, [2] = 1, x¢y=-xey.

Equivalentemente, un ntimero natural x pertenece a otro y si la cifra de
orden x del desarrollo binario de y vale 1.

En particular, si € y, entonces x < 2* < y. Esto hace que podamos
considerar cuantificadores acotados en la forma

Vu e ya(u)=Vu<y(ueyAa(u),

Nueya(u) = Au<y(uey— a(u)).

La unicidad de los desarrollos decimales implica claramente el axioma de
extensionalidad:

/\uexuey/\/\uEqux—)m:y.
Definimos la inclusién como
zCcy=Nueczucy,
de modo que
1. z Cx,
2.z2CyhNyCzxz—x =y,

. zCyANyCz—=zCz
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Definimos @ = 0, y es inmediato que x ¢ &, asi como que & C x.

Una simple inducciéon prueba la igualdad

S 2i=2F 1.

i<k
Por lo tanto, si definimos I;, = 2¥ — 1, se cumple que
No(Iy) =k y Ni<k(Ip)[2] =1.
En términos de la relaciéon de pertenencia:
Ni<kiely NNi€lyi<k.

En otras palabras, I}, es el conjunto de todos los niimeros menores que k. Ahora
necesitamos un resultado técnico. Definimos:

o (k)= Y @[22, 2t (k)= X2 zper4al2] 20
i<k i< No(z)=(k+1)

Teorema 4.25 Se cumple:

x=x" (k) +ap[2] - 2% + 2t (k) - 28T o (k) < 28

z=p+q-d°+r- 21 /\p<2k—>p=x7(k)/\q=xk.[2] Ar =z (k).
DEMOSTRACION: Sabemos que

=Y 2] 2= Y (2] 20+ Y wpiia4[2] - 28I
i<Nz(z) i<k+1 i< Na(2) = (k+1)

Notemos que esta igualdad es trivial si No(k) < k+ 1, pues el ultimo sumatorio
es nulo, mientras que si k + 1 < No(k) podemos expresar

No(k) =k + 14 (Nao(k) = (k+1))

y aplicar una de las propiedades de las sumas finitas que hemos enunciado. A
su vez
r= Y x;[2] - 20+ xp[2] - 28 + 2K Y w0 44[2] - 20
i<k i<Na(z)=— (k+1)
Ademas,
(k)= Y x[2] - 20 < S 20 =28 — 1 < 2k,
i<k i<k
Esto prueba la primera parte del teorema. Supongamos ahora que
r=p+q-d+r 28T Ap <2k
Entonces

p= > wm2-24
i1<Na2(p)
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Ademés, o bien p = 0, en cuyo caso Na(p) = 0 < k, o bien py, )= ,[2] = 1,
luego 2NV2(P) =1 < p < 2% Tuego No(p) = q < k, luego Na(p) < k en cualquier
caso. Por lo tanto, podemos escribir

b= Z pi[z] : 21’

i<k
de donde
r=> pif2] -2 +q-dF + 2K S 2] - 2
i<k i<N2(r)
=Y pil2]- 20+ q-db+ > 2] 2k
i<k i<N2(T)

Definimos s = (p[x[2]7(q))” 7|n,(r)[2]. La definicion de la concatenacion de
sucesiones nos da que

Ni<ksi=pi[2], sp=q, Ni<Na(r)spirps = rli[2].
Por lo tanto, tenemos que

=820+ d¥+ N spyrq 2P = S ;20
i<k i<Na(r) i<k+14+Na(r)

Por la unicidad del desarrollo binario concluimos que
Ni < k+1+ No(r)s; = z4[2)],
luego p = 27 (k), ¢ = m2[k] y r = z7 (k). "
De aqui deducimos lo siguiente:
Teorema 4.26 k¢ z — (yex+28 o ycavy=k).
DEMOSTRACION: En efecto, si k ¢ z, entonces zx[2] = 0, luego
r=a"(k)+0-28 27 (k) - 2k+L,

con lo que
w428 =27 (k) +1-28 42T (k) - 281,

y, en virtud del teorema anterior,
(x+28)"(k) =27 (k), (z+2")%2] =1, (z+2°"(k)=aT(k).
De aqui se sigue facilmente que
i # k= (v +27),[2) = 24]2],
de donde llegamos a la conclusion. n

En particular, para z = 0 tenemos que, si definimos {k} = 2¥, se cumple

ke{k}n(yef{k} -y=k).
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Fijemos ahora una formula cualquiera o(z, 21, ..., x, ), cuyas variables estén
entre las indicadas. Definimos los funtores

Fy(zy,...,2,,0) = 0,
Fo(z1,...;op,2+1) = Fo(zr,... 2z, 2+ 1)+ 2 (z,21,...,20),
y a su vez

{u<k|a(u,z1,...,20)} = Fo(x1,. .., Tn, k).

Teorema 4.27 Si o(x,z1,...,2,) es una formula cualquiera, en ARP se de-
muestra:

re{u<k|alu,xi,...,2p)} o x<kAalz,xg,..., ).

DEMOSTRACION: Lo probamos por inducciéon sobre k. Por abreviar omi-
timos los parametros z1,...,x,. Para k = 0 es trivial. Supongamos que vale
para k. Entonces

{u<k+1|aw}={u<k]|a(u)}+ Zan(k).

Ademas, por hipotesis de induccion, k ¢ {u < k | a(u)}. Distinguiendo dos
casos segun si se cumple o no (k) y aplicando el teorema anterior en el primero,
llegamos a que, en ambos casos,

ze{u<k+l|a}l+cze{u<k|a@}V(alk)Az=Ek).
Por hipétesis de induccién, esto sucede si y sélo si
(x<kAa@)V@=EkAax),

lo cual equivale a z < k+ 1 A a(z). "

Notemos que en el teorema anterior podemos cambiar u < k por u € k,
entendiendo que

{uek|a}l={u<k|luekAnal)}

A partir de aqui ya podemos definir facilmente todos los conceptos conjun-
tistas bésicos:

xUy = {u<z+4yluczVucey}
zNy = {u<z+ylu€xAuécy},
z\y = {u<z|uezAud¢y},

<
o)
|

{fu<z+1|ucCza},
{u<z|Vvezuev},

Nr = {u<z|N\verucv},

exy = {w<(zr,y)|VueazVveyw= (uv)}

-
8
I

En la definicion de Pz, notemos que y C  — y;[2] < z;[2], de donde y < z.
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También podemos definir {z1,...,z,} = {x1} U--- U {x,}.
El minimo y el maximo de un conjunto pueden definirse asi:
minz = pu < z(u € ), mixz =z — pu < x(r —u € x),

de modo que
r# @ = (minw €z A Au € 2 minz < u),
r# @ — (maxx € x A Au € zu < maxz).

Ahora no ofrece ninguna dificultad definir los conceptos conjuntistas de rela-
cion y funcién,'! junto con todos sus conceptos relacionados (relaciéon de orden,
de equivalencia, etc., aplicaciones inyectivas, suprayectivas, biyectivas, etc.)

Teniendo en cuenta que (a,b) < a + b, resulta que toda f : x — y cumple
f C Iz4y, luego podemos definir

y*=A{f €Plary) | f: 2 — y}.
Para cualquier conjunto x, podemos definir su dominio y su rango como
Dr={u<z|Vv<az (uv)cz}l, Re={u<z|Vv<z (v,u) €}
Si fijamos un término t(z, x1,...,x,), podemos definir el funtor

Ft(x17-'~7xnay70) = 07
Fi(z1, .. &y, 2+ 1) = Fo(zr, ... xn,c+ 1)U {t(z,21,...,2,)} - X[ € ¥,

y a su vez

{t(uv'xlw")mn) | u € y} = Ft(x17"'a'rn7yay)'
Teorema 4.28 Si t(x,x1,...,2,) es un término cualquiera, en ARP se de-
muestra:

z € {t(u,x1,...,2,) |u €yl Vueyz=tlu,z,...,2,).
DEMOSTRACION: Omitiendo los parametros, supongamos que
z € {t(u) |u €y} = Fily,y)

Podemos tomar entonces w = pu < yz € Fi(y,u). No puede ser w = 0, luego,
llamando x = w = 1, se cumple que w =z + 1 y asi

2 € F(y.a+1) = F(y,2) U{t@)} - x(z € ).

Por la minimalidad de w, tenemos que z ¢ F;(y, x), luego se tiene que cumplir
que z = t(z) v x[x € y] = 1, que es lo mismo que = € y. Por lo tanto,
Vu e yz=t(u).

11T a5 funciones pueden definirse como conjuntos de pares ordenados en el sentido conjuntista,
(z,y) = {{z}, {z,y}}, aunque en nuestro contexto es méas practico usar los pares (z,y) que ya
tenemos definidos. No hay ninguna diferencia esencial entre una y otra opcién.
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Reciprocamente, supongamos que Vu e yz =t(u) y tomemos
x=pu €yz="t(u).
Entonces z € y, luego z < y, luego x + 1 < y.
z € Fi(y,z) U{t(x)} - x[xr € y] = Fi(y,z + 1).
Ahora bien, una simple induccion demuestra que
ry <2 — Fi(y,21) C Fy(y, 22),
luego podemos concluir que z € Fi(y,y) = {t(u) | u € y}. n

Por ejemplo, con este teorema podemos definir el rango de una sucesion
como

Rs = {s; | i < L(s)},

(pues i < £(s) es lo mismo que i € Iy5)). Mas atin, podemos transformar una
sucesion en una funcién del mismo rango mediante el funtor

Fn(s) = {(i,s;) | i < £(s)}.
Es facil ver entonces que Fn(s) : Iysy — Rs y que Ai < £(s) Fn(s)(i) = s;.

Es facil transformar de forma anéloga toda funciéon f : I, — z en una
sucesion s(f) tal que £(s(f)) =k y Ni < ks(f): = f(3).

Por otra parte, cada conjunto puede transformarse en una sucesion creciente
mediante el funtor dado por Suc(z) = F(x,z), donde F est4 definido por las
ecuaciones

F(z,0) = (0,z),
Fz,k+1) = X[F(x, k)2 =0]- F(z,k) + x[F(x, k)2 # 0] -
(F(z, k)1 (min F(z,k)2), F(z, k)2 \ {min F(x,k)2}) .

Notemos que F va construyendo una sucesion de pares (sg, T ), que empieza
en (0,z) y, en cada paso, anade a la sucesion s; el minimo de z; y le quita
dicho minimo a xzj, hasta el momento en que x; se vuelve vacio. A partir de

ahi, el par (si, @) permanece invariante. El resultado es una enumeracion de z.
Teniendo esto en cuenta, es una mera rutina demostrar:

s=Suc(z) =+ Rs=a ANij < l(s)(i <j— s; <s;).

Si definimos el cardinal de un conjunto como
|z = £(Suc(z)),
entonces el funtor definido por e, = Fn(Suc(z)) cumple que
€z : Iz — x biyectiva,

y a partir de ahi no hay dificultad alguna en formalizar en ARP todos los
teoremas basicos sobre cardinales de conjuntos finitos que se demuestran en
cualquier teoria de conjuntos.
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Relaciéon con la teoria de conjuntos de Zermelo Terminamos este capi-
tulo observando que los resultados que acabamos de probar sobre la relacion de
pertenencia muestran que en ARP se pueden demostrar todos los axiomas de
la teorfa de conjuntos de Zermelo menos el axioma de infinitud (al contrario,
se puede demostrar que todo conjunto es finito), incluyendo el axioma de re-
gularidad, si bien no pueden ser enunciados con cuantificadores, sino mediante
funtores concretos, asi:

Extensionalidad A\uczuecyANueyuecar —z=y
Par ze {z,y} > z=axVz=y

Unién yc Yz« Vuczycu

Especificacion z € {u € y | a(u)} <> z € y A a(z)
Partes yc Pr >y Cx

Regularidad =z # @ — (minz € x Az Nminz = &)

El teorema 4.28 puede verse como una forma débil del axioma de reemplazo.
Por otra parte, hemos probado que todo conjunto z es biyectable con I},, lo cual
yva es una forma del axioma de eleccion, si bien el enunciado que se corresponde
literalmente con el enunciado usual de este axioma se obtiene considerando el
funtor de eleccion

E, = {{u,minu) | u € z}.

Claramente:
Nucru#2 - E,:x— JrANu€zE,(u) € u.

No obstante, conviene tener presente que el axioma de especificacién no es
exactamente equivalente al axioma correspondiente en la teoria de Zermelo, pues
en ella es valido para formulas arbitrarias, y en ARP también, pero las féormulas
y los términos £,;p no tienen la misma capacidad expresiva que las féormulas del
lenguaje Ly, sino que se corresponden con férmulas y términos Ay de Ly

No obstante, deberia ser evidente que todo argumento formalizable en la
teoria de Zermelo que solo involucre conjuntos finitos y que sea estrictamente
constructivo, es decir, que no pruebe la existencia de algo sin indicar explicita-
mente como puede ser calculado en un nimero finito de pasos, es formalizable
en ARP.






Capitulo V

La aritmética recursiva
primitiva 11

La aritmética recursiva primitiva que hemos introducido en el capitulo ante-
rior es una teoria formal insoélita, en cuanto que “oficialmente” carece de signos
logicos, aunque hemos visto que podemos definir los conectores y hasta cuanti-
ficadores acotados, de modo que se comporten del modo usual. En este capitulo
vamos a estudiar la relacion entre ARP y otras teorias “al uso”, como la aritmé-
tica de Peano y, mas precisamente, con 3.

5.1 ARP como teoria de primer orden

Empezaremos probando que ARP es equivalente a una teoria axiomatica de
primer orden usual. Empezamos anadiendo los signos logicos a Layp.

Definicién 5.1 Llamaremos £} a un lenguaje de primer orden con una cons-
tante 0, cuyo tnico relator sea el igualador y cuyos funtores sean los de L;p.

En otras palabras, £ resulta de anadirle a L, los conectores -, V, los
cuantificadores V, /A y un conjunto de variables ligadas.

Definimos la teoria axiomética ARP™ como la teoria determinada por los
axiomas asociados a los funtores de L., en ARP mas los axiomas siguientes:

1. Sz #£0
2. Sx =8y —x=y,

3. a(0) A Au(a(u) = a(Su)) — a(x), para toda formula abierta o de £
(es decir, toda formula sin cuantificadores).

Es claro que una axiomatizacién equivalente es la determinada por los se-
cuentes siguientes:

149
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1. Los axiomas logicos o« = « y los axiomas del igualador.

2. Los secuentes = «, donde « recorre los axiomas asociados a los funtores
de Larp.

3. St=0=.
4. Ss=St=s=1.

y por las reglas de inferencia de LK; maés la regla de inducciéon para férmulas
abiertas. Exactamente igual que en el caso de la aritmética de Peano, se ve que
esta regla equivale a tomar como axiomas los secuentes asociados al principio
de induccion (para formulas abiertas).

Notemos que todos los axiomas de ARPT constan tinicamente de formulas
atoémicas.

Vamos a estudiar la relacién entre ARP y ARP™. En primer lugar tenemos
lo siguiente:

Teorema 5.2 Si a es un teorema de ARP, entonces = « es un teorema de
ARP™, que ademds admite una demostracion formada tnicamente por férmulas
atomicas.

DEMOSTRACION: El resultado es cierto para los axiomas de ARP, pues en
tal caso = « es un axioma de ARP™. Basta probar que si el enunciado es cierto
para las premisas de una regla de inferencia de ARP, entonces también lo es
para su conclusion.

Para la regla Sp, si podemos probar = s1(x) = sz(z), combinando este
secuente con el axioma =t =t y con

t =1, s1(x) = s2(x) = s1(t) = s2(t)
(dado por 2.14) obtenemos = s1(t) = sa(t).
Para S5, si podemos probar = t; = t5, cortando con
t1 =t = S(tl) = S(tz)

(dado también por 2.14), obtenemos = s(t1) = s(t2).

El caso de la regla T es también inmediato, por los teoremas de LK; sobre
simetria y transitividad del igualador.

Consideramos finalmente la regla de inducciéon. Suponemos demostrados
= 51(0) = s2(0), = 51(S7) = h(z, s1(x)), = s9(Sx) = h(s, sa(x)).
Cortando con el axioma del igualador

s1(z) = s2(x), $1(Sx) = h(z, s1(x)) = s1(Sz) = h(z, s2(x)),
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y con los secuentes que expresan la simetria y la transitividad del igualador,
obtenemos el secuente

s1(z) = s2(x) = s1(Sz) = s2(Sx).
La regla de induccién nos da s1(0) = s2(0) = s1(x) = s2(x), de donde a su vez

llegamos a = s1(z) = sa(x). "

Nota Un poco mas en general, el argumento empleado en la prueba del teo-
rema anterior demuestra que si, suponiendo «, en ARP podemos demostrar 3,
entonces en ARPT, suponiendo = o, podemos demostrar = 3.

Por ejemplo, sabemos que, suponiendo «, en ARP podemos demostrar t, = 0
y viceversa, luego en ARPT podemos demostrar que o <+ t, = 0 (donde el

coimplicador es el definido a partir de los conectores de £, no el definido

aritméticamente en ARP). "

La relacién entre ARP y ARP* es mucho més estrecha que la que muestra
el teorema anterior. Para ponerlo de manifiesto necesitamos definir las formulas
A en L. Para ello observemos que en £ tenemos definida la formula

r<y=z+(y-z) =y.

Definicion 5.3 Llamaremos semiférmulas Ag de £ a las semiformulas deter-
minadas por los criterios siguientes:

1. Toda semiférmula atoémica es Ag.
2. Si a y 8 son semiféormulas Ag, también lo son —ay a V S.

3. Sit es un semitérmino, u es una variable que no esté en ¢, y a(u) es una
semiférmula Ag, entonces

Vu<ta(w)=Vuu<traw) v Au<talu)=Aulu <t — alu))
son semiformulas Ag.

De la segunda condicién se deduce que o A 3, a« — By a <> § también son
semiféormulas Ag. Las formulas Ag son las semiférmulas Ay que son féormulas.

A cada formula o de £} de tipo Ay le asociamos una formula ag de Larp
con las mismas variables libres mediante el criterio siguiente:

1. Si a es una formula atomica, o* = a.
(=a)* = —a*,

(aVpB)* =a*Vp

- (Vu<ta() =Vu <ta*(u).

. (Nu<ta)* = Au< ta*(u).

En estas condiciones hay que entender que los signos l6gicos de los miembros
derechos son los definidos aritméticamente en ARP, mientras que los de los
miembros izquierdos son los signos logicos de £

cUos e
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En la prueba del teorema siguiente necesitaremos tener en cuenta que todas
las formulas del teorema 4.10 son demostrables en ARP, pero interpretando los
signos logicos como los de £} y no como los definidos aritméticamente en ARP.

En efecto, las dos primeras son axiomas, y las restantes se demuestran exac-
tamente con las mismas pruebas. Por ejemplo, la propiedad 3) se prueba por
induccién usando que

(Sz)~1=(x+1)=1=u,
lo cual es un teorema de ARPT porque es un teorema de ARP.

Teorema 5.4 Si« es una formula Ay de £, entonces en ARPT se demuestra

a’
que a <> . En particular, si o* es demostrable en ARP, entonces « lo es en

ARPT.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre la longitud de . El re-
sultado es trivial si a es una férmula atémica, pues entonces a* = a.
Si o = =8 y suponemos que 3 <+ §* es demostrable en ARP*, entonces

(=B) =-(8")=1+tg- =04 tp 0> (8") <> 0.
La primera equivalencia se debe a que en ARP podemos probar que!
l=z=0+<2+#0,

y la segunda por la nota tras el teorema 5.2.

Sia=pBV~yyen ARPT se demuestra que 8 <+ 8* y v <+ v*, entonces

BV ="V =tg tyr =061 =0V =0 "Vy" <[V
Si a=Vu<tB(u)y el teorema vale para la férmula 5(z), entonces
(Vu <tBw)* = Vu < tB*(u)

y ahora observamos que, por la nota tras el teorema 5.2, dado que en ARP™,
suponiendo y < t y *(y) podemos probar Vu < t3*(u) y, reciprocamente,
suponiendo \u < t 8*(u) podemos probar uu <t 8*(u) <ty B*(uu < t 8*(u)),
esto es también asi en ARP™T, lo que se traduce en las implicaciones

y <tA B (y) = Vu<tp (u),

V< 8" (w) = pu < £8°(u) < £ A B*(uu < ¢ 5* (),

donde las conjunciones y las implicaciones hay que entenderlas ahora como
definidas a partir de los conectores de £ y no aritméticamente. Esto a su vez
se traduce en que Vu < t 5* (u) en el sentido aritmético es equivalente en ARP™

LSabemos que si x # 0, entonces = S(x = 1), luego 1 = z =0~ (x = 1) = 0.



5.1. ARP como teoria de primer orden 153

a la formula que llamamos igual, pero definida a partir del particularizador y
los conectores de L. Por lo tanto,

(Vu <tBu)* + Vu <tB*(u) & Vu <t8*(u) & Vu < tB(u).
Si o = Au < t 3(u), entonces
a* = Nu<tB(u) = -Vu < t-5*(u),
donde todos los signos son los definidos aritméticamente, pero usando los casos
ya probados del negador y el particularizador acotado, concluimos que

a* = Nu<tB(u) = -Vu <t-58*(u) < Nu < tB(u).

Nota Aunque no ha hecho falta para la prueba del teorema, es facil ver que

BAN B Ay (B=27)"< (B2, (Be) <@ <)

Una consecuencia del teorema anterior es que, puesto que toda formula Ag
es equivalente en ARP' a una férmula atémica, el principio de induccién es
valido en ARP™, no sélo para férmulas abiertas, sino, mas en general, para
formulas Ag cualesquiera.

Pero lo realmente notable es que se cumple el reciproco del teorema anterior:

Teorema 5.5 Si o es una férmula Ay de LT, entonces o* es demostrable en
ARP si y sélo si o lo es en ARPT.

DEMOSTRACION: Sélo nos falta probar que si @ es demostrable en ARP™,
entonces a* lo es en ARP. Como « es equivalente a o, basta probar que si a*
es demostrable en ARP™, entonces lo es en ARP. Equivalentemente, podemos
supone que « es una férmula atémica.

En primer lugar observamos que, como toda formula « de tipo Ag (en par-
ticular, toda formula abierta) de £} es equivalente en ARP' a una férmula
atomica a*, toda demostracién en ARP™ puede transformarse en otra en la que
las inducciones sean a lo sumo sobre féormulas atémicas.

Asi pues, podemos considerar una demostraciéon del secuente = « en la que
todas las inducciones sean respecto de férmulas atomicas. Como ademas los
axiomas de ARP™ constan tnicamente de férmulas atémicas y la clase de las
formulas atomicas es cerrada para subférmulas y sustitucion, el teorema 3.21
nos da? que existe una demostracion de o formada tinicamente por féormulas
atomicas. Esto supone que en ella no pueden usarse reglas de inferencia logicas:
sblo cortes, debilitaciones e induccion.

2Para aplicar el teorema 3.21 necesitamos que los axiomas de ARPT sean cerrados para
sustitucion, lo cual exige que consideremos axiomas de APR™T las ecuaciones que definen a los
funtores aplicadas a términos cualesquiera, no sbélo a variables. Es claro que todas ellas son
teoremas de APR, por lo que, con estos axiomas adicionales, los teoremas siguen siendo los
mismos.
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El teorema quedara probado si demostramos que, para todo secuente
SE’}/l,...,’ym :>617--~76n

formado por férmulas atémicas, si S es un axioma de ARP™, entonces la formula

S=-vmV--- V9, V&H V- -V,

(donde los conectores son los aritméticos) es demostrable en ARP, y que si las
formulas asociadas a los secuentes superiores de una regla de debilitacion, corte
o induccién son demostrables en ARP, entonces la formula asociada al secuente
inferior también lo es.

Para los axiomas logicos se trata de probar que —a V « es un teorema de
ARP, lo cual es cierto.

Las formulas asociadas a los axiomas del igualador son equivalentes (cam-
biando disyunciones por implicaciones) a

I1. t =t

12. ty =th,... ty =1/, = Fty---t, = Ft, -1,

',
3. t) =1, tg =th, t1 =ty =t} =1h.

Es facil comprobar que todas ellas son demostrables en APR. Las formulas
asociadas a los axiomas asociados a los funtores son axiomas de APR, luego
obviamente son teoremas. Finalmente, las féormulas asociadas a los axiomas
matematicos son

St # 0, Ss =85t —s=t,

que ya hemos visto que son teoremas de ARP. La validez de las regla de debi-
litacién es trivial, y la de corte se comprueba sin dificultad. La de induccién
tampoco ofrece problemas: suponemos que en ARP podemos probar

A AL A AV =8 V-V, Va(Sz),
y tenemos que demostrar
a(0) AyL Ao  Aym = 01V -+ Vo, Val(t).

Distinguimos dos casos: si se cumple =y; V + -« =y, V d1 V -+ &y, entonces
la conclusién es inmediata. Si se cumple lo contrario (o no hay férmulas cola-
terales), entonces tenemos «(x) — «(Sz) y, si suponemos «(0), la regla I nos
permite concluir a(x), luego, por Sy, también «a(t). El teorema de deduccion
nos da la implicacion a(0) — «(t), de la que se sigue trivialmente la formula
asociada al secuente inferior de la induccién. ]

Asi pues, ARP™ es lo que se conoce como una extensién conservativa de
ARP: todo teorema de ARP* expresable en el lenguaje de ARP es, de hecho,
un teorema de ARP. En particular, si ARP es consistente, también lo es ARPT.
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En la préactica esto significa que la mejor forma de demostrar teoremas de
ARP es trabajar en ARP™, pues cualquier teorema que probemos en ARP™T,
si se expresa mediante un férmula expresable en L, (es decir, mediante una
formula Ap), autométicamente podemos asegurar que es un teorema de ARP
(v el argumento es constructivo, es decir, podemos diseniar un algoritmo que
traduzca la demostracién de una férmula Ag en ARPT a demostraciones en
ARP de la férmula equivalente en L,,,). Por lo tanto, seria tonto trabajar con
las limitaciones de ARP cuando podemos hacerlo en ARP™.

La prueba del teorema 5.4 y la nota posterior se traducen en que todos los
resultados que hemos demostrado en ARP pueden reinterpretarse ahora como
teoremas de ARPT considerando a los signos logicos como los signos 16gicos de
L7,y no como los definidos aritméticamente.

Nota En lo sucesivo llamaremos ARP a la teoria que hasta aqui hemos venido
llamando ARP™ y llamaremos £, al lenguaje de primer orden que hasta ahora
hemos llamado £/ . n

A la hora de aplicar en la aritmética recursiva primitiva con cuantificadores
los resultados que hemos demostrado sin ellos debemos tener la precauciéon de
que los resultados que habiamos demostrado para férmulas arbitrarias ahora
solo son aplicables en principio a formulas Ag.

Por ejemplo, si a es una formula Ag, podemos considerar el funtor Xy = X
que cumple
Xa(T1, . o xn) =1 alxr,...,Tn)y  Xa(T1, . 2n) =04 a1, ..., 2,),
pero es necesario que la formula sea Ag. Similarmente, para que la expresion
pu < xa(ry,. .., Tn,u)

defina un funtor necesitamos que la formula « sea de tipo Ag, y lo mismo sucede
con el funtor
{vey|alu,z1,...,2,)}

De hecho, teniendo en cuenta las dltimas observaciones que hemos hecho en
el capitulo anterior, ahora es inmediato que en ARP es posible demostrar todos
los axiomas de la teoria de conjuntos de Zermelo menos el axioma de infinitud
(con sus enunciados usuales, con cuantificadores), si bien con la restriccion —que
ahora queda explicita— de que el axioma de especificacion sélo es demostrable,
en principio, para férmulas de tipo Ag.

El modelo natural de ARP A cada funtor F' de rango r de L, le podemos
asignar una funciéon recursiva primitiva r-adica F' de forma obvia:

1. S(n)=n+1,
2. C(n) =0,

3. Pl(ay,...,a,) = a;,
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4. Si F = kGH, --- H,,, entonces

F(ay,...,a,) = G(Hl(al,...,an),...,Hm(al,...,an)),

5. Si F = pGH, entonces F es la funcién determinada por

F(aiy,...,a,,0) = Glay,...,a,),
F(ay,...,an,a+1) = H(ay,...,an,a,F(ay,...,a,,a)).

Esto a su vez nos permite definir un modelo N de £,,, como el que tiene
por universo al conjunto de los niimeros naturales y en el que la constante 0
se interpreta como el nimero natural 0 y cada funtor F' se interpreta como la
funcion recursiva primitiva F. Es inmediato que todos los axiomas de ARP son
verdaderos en N, es decir, que N es un modelo de ARP, y nos referiremos a él
como el modelo natural de ARP.

Comparando la demostracion del teorema 4.4 con la definicién del objeto
denotado por un término en un modelo, es inmediato que el nimero d(t) calcu-
lado en dicho teorema no es sino el nimero natural denotado por el designador
t en el modelo natural. Esto nos da el teorema siguiente:

Teorema 5.6 (X;i-completitud de ARP) Sia es una sentencia 1 de Larp,
entonces

NFEa syss F a
ARP

DEMOSTRACION: Que A;P « implica que « es verdadera es un caso particular

del teorema de correccién. La implicacion relevante es la opuesta. Vedmosla
primero para sentencias Ag. Puesto que toda sentencia Ag es equivalente en
ARP a una sentencia atémica, podemos suponer que o = t; = to, para ciertos
designadores t1 y ts.

Si N E a, esto significa que d(t1) = d(t2). Si llamamos n a este nimero
natural, el teorema 4.4 nos da que F t; =ny bk ty=mn, luego F t; =ts,
. ARP ARP ARP
que es lo mismo que AI;{P a.

Si a = VupB(u) es de tipo 1, entonces N F « significa que existe un niimero
natural n tal que N E B(72), luego, por el caso ya probado, A;p B(n), de donde

asuvez F a. n
ARP

5.2 Los funtores de ARP en I3);

Cada formula del lenguaje £, de la aritmética elemental puede identificarse
de forma natural con una férmula de £,.p, pues en este lenguaje tenemos, en
particular, una constante 0 y funtores S, 4+ y - en correspondencia con los signos
eventuales® de £,.

3Si consideramos en L, el relator diadico <, las férmulas atémicas s < t de £, se identifican
de forma natural con la féormula atéomica s <t =s+ (t - s) =t.
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Nota A partir de este momento, para acentuar esta relaciéon, pasaremos a
escribir t = St en Larp, tal y como hacemos en L. n

Todos los axiomas de AP salvo el principio de induccion se corresponden
con axiomas de ARP (dos de ellos se corresponden con los axiomas asociados
al funtor 4+ y otros dos con los asociados al funtor -). Sin embargo, ARP tiene
infinitos funtores y axiomas asociados adicionales. Esto hace que la induccién
respecto de formulas abiertas (o, equivalentemente, atomicas o Ag) de ARP no
sea comparable con la induccion en AP, o en fragmentos como I¥;, dado que
las formulas atomicas o Ag de ARP contienen mucha mas informaciéon que las
férmulas correspondientes de AP.

Sin embargo, ahora vamos a demostrar que esta diferencia es méas aparente
que real, pues si afladimos a AP (o incluso a I¥;) los funtores de ARP y sus
axiomas asociados, obtenemos una extension conservativa, en el mismo sentido
que ARP es una extension conservativa de la teoria que habiamos definido ini-
cialmente como ARP.

Para probarlo llamaremos APT (resp. IX}) a la teoria sobre el lenguaje
Larp cuyos axiomas son los de AP (resp. I¥,,) mas los de ARP, es decir, que a
ARP le afiadimos el principio de inducciéon (para formulas de tipo X,,) v a AP
(resp. IX,,) le anadimos los axiomas asociados a los funtores de L, y exten-
demos el principio de induccién para admitir dichos funtores en las formulas de
induccion.

En primer lugar demostraremos que toda férmula de L, es equivalente
en I} a una formula de £,. Para ello empezamos asociando a cada término
t(z1,...,x5) de Layp (cuyas variables estén entre las indicadas) una formula
oi(x1, ..., 2k,y) de L, de tipo X; con una variable adicional de modo que

1
N (y:t(xly"'azk)<_>¢t(g:17"'azk7y))7 - \/U¢t($1,---’$kvu)~
1= 13

(Por aligerar la notacion, en la definicién no mencionaremos explicitamente
las variables 1, ..., x.)

1. Sit = x; es una variable, basta tomar ¢;(y) = y = x;. La comprobacion
es trivial.

2. Sit =0, basta tomar ¢;(y) =y =0.
3. Sit=F(ty...,t,) y algin término ¢; no es una variable, entonces
Ge(y) = Vur - un (e, (wr) Ao A by, (un) A dr(uas .. un, ),
donde T' = F(x1,...,x,).

4. Sit = 7', basta tomar

5. Sit = C(z), basta tomar ¢;(y) =y = 0.
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6. Sit= P/ (x1,...x,), basta tomar ¢.(y) =y = z;.
7. Sit=(kGHy - Hp)(z1,...,%,), consideramos los términos
Ti=Hi(z1,.. . mn), T(y1, o ym) = Gys, -, Ym)
y definimos
$e(y) = Vur - unv(dr (ur) A -+ A b, (um) A b7+ (U, ..., um, y))
8. Sit=pGH(x1,...,Tnt1), consideramos los términos
T=G(x1,...,24), U=H(z1,...,Tps1,),
y definimos
o:(y) = Vs(Suc(s) A l(s) = 21 +1 A Senpr =Y N d7(50) A
Ni < @nir du (@1, T, i, 80, 8041))-

En el ultimo apartado de la definiciéon usamos el hecho no trivial de que
en I es posible definir una formula? Suc(s) de tipo A; que expresa que el
ntmero natural s codifica una sucesion finita, de longitud z 4+ 1 en este caso.
(Véase la seccion 6.7 de [LM].)

La comprobacion de que las formulas que acabamos de definir cumplen lo
requerido no ofrece ninguna dificultad. Por ejemplo, en el ultimo apartado se
trata de probar que la sucesiéon s cuya existencia se afirma es la sucesion de
longitud z + 1 que cumple

so =G(x1,...,2n), Sit1=H(z1,...,2n,1,5;),

cuya existencia puede probarse por induccién sobre z, y claramente entonces,
teniendo en cuenta los axiomas que definen el funtor pGH,

s; = pGH(x1,...,%n,1),

luego en particular y = s,,,., = pGH(x1,...,Tpq1) = t.

Observemos que las formulas ¢; son de hecho Ay, pues
I; _'d)t(xh s 7$kay) A /\u(d)t(l'l, R axnvu) — U= y)7
1

y la formula de la derecha es de tipo II;.

4La definicién de Suc(s) es mucho mas artificiosa de lo necesario, porque se apoya en el
hecho nada trivial de que en I¥; se puede definir una relacién de pertenencia que cumpla los
axiomas basicos de la teoria de conjuntos. Una definicién mucho méas simple que basta para
lo que necesitamos aqui es la definicion de Suc(y, z, x) dada en [LM 5.42], teniendo en cuenta
el teorema [LM 5.41].
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Ahora, para cada férmula atémica o = ¢ = ta de Larp, definimos

o = Vu(ey, (u) A ¢y, (u)),

que es una formula de £, de tipo ¥; y en IZ{r se demuestra que « < a*. En
realidad es Ay, pues

n (0[* & Au((btl (’U,) A ¢t2 (u))

13,

A partir de aqui definimos
()" =-a", (aVp)" =a" Vv,

(Vua(u))* = Vua*(u), (Aua(u))* = Aua*(u),

y se prueba facilmente que la equivalencia

Igl(a — a’)

se cumple de hecho para toda féormula a.

Notemos que si o es una férmula Ag en L,p,, entonces a* es Ay en L,
aunque no es necesariamente Ay. No obstante, no deja de ser cierto que si « es
de tipo ¥,, o II,, en L,;p, lo mismo vale para o™ en £,.

Teorema 5.7 Una férmula de L, es demostrable en AP (resp. IS} ) si y solo
si es demostrable en AP (resp. I¥,,).

DEMOSTRACION: Es obvio que todo teorema de AP (resp. IX,) lo es de
APT (resp. IX;)). Se trata de probar el reciproco. De hecho, basta probar que
si una formula a de L, es demostrable en AP (resp. IX)), entonces a* es
demostrable en AP (resp. I¥,,).

A su vez, para demostrar esto, basta ver que si un secuente S es un axioma
de AP (resp. IZ;)}), entonces el secuente S* que resulta de sustituir cada una
de sus formulas « por a* es demostrable en AP (resp. I¥,,), asi como que si los
secuentes superiores S de una regla de inferencia en AP (resp. IX}) cumplen
que los secuentes S* son demostrables en AP (resp. I3¥,,), lo mismo vale para el
secuente inferior.

De hecho, la parte concerniente a las reglas de inferencia es trivial, pues
ninguna se invalida por poner asteriscos a las féormulas. Sélo tenemos que com-
probar la parte relativa a los axiomas. El caso de los axiomas logicos también
es trivial. Tenemos que comprobar los axiomas del igualador, los asociados a
funtores y los dos axiomas matematicos.

Empecemos por los axiomas matematicos. El primero es ¢’ = 0 =. Salvo si
t es una variable (en cuyo caso la situacion es mas simple), la traduccion es

Vu(gp (u) A go(u)) = Vu(Vo(ge(v) Au=1") Au=0)
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Una demostracion es:

r=y,z=0=y =0 y =0=

z=1y,2=0=
oY)y r=y,2=0=
oy Ne=y,2=0=
Vo(di(v) Nz =0"), 2 =0=
Vu(Vo(gi(v) Au=), u=0) =

El segundo axioma es S =t} = t}, = t; = t3, y su traduccion es
V(o (u) A by () = Vu(y, (u) A dr, (u)).
Si t1 y t no son variables (en caso contrario es mas sencillo) esto es:
Vu(Vo(er, (v) A=) AVo(dr, (v) Au=0")) = Vuldy, (u) A di, (1)
Una demostraciéon empieza asi:

r=y,x=2 =y =2 Yy =z2=y==z
z=y,x=2=>y==z2 y =2z, ¢, (y) = &1, (2)
¢t1(y)7 I‘:y/7 r=2 = ¢t1(2)
¢t1(y)7 xzylv ¢t2(z)’ r=2 = d)h(z)

Por otro lado, el secuente

¢t1 (y)> T = y/’ d)tz(z)v r=2 = ¢t2(z)

se deduce por debilitacion de ¢1,(z) = ¢4, (2), luego la regla derecha del con-
juntor nos permite continuar asi:

(btl (y)a T = ylv ¢t2(z)a r=2z = ¢t1 (Z) A ¢t2(2)7

y ahora basta emplear varias veces la regla izquierda del conjuntor y las reglas
del particularizador para llegar a la conclusiéon deseada.

Nos ocupamos ahora de los axiomas del igualador. El mas simple es = t = ¢,
cuya traduccion es = Vu(¢(u) A ¢(u)). Razonamos como sigue:

P:(y) = o:(y) o:(y) = ¢ (y)
De(y) = ¢e(y) A ¢e(y)
0e(y) = Vu(gi(u) A ¢ (u))
Vugi(u) = Vu(g(u) A ¢i(u))

y ahora basta cortar con = \/u ¢;(u), que es un teorema de I3;.

Como el tnico relator es el igualador, los axiomas de tipo I3 se reducen a

81 = t1, 82 = ta2, §1 = S = t1 = to,
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y la traduccién es
Vau(ds, (u) A dr, (w), Vu(ds, (u) A ¢ty (w)), Vulds, (u) A ds, (u)
= \/U(¢t1 (’U,) A ¢t2 (u))

Como en I¥; se puede probar \1/u ¢s, () y \1/u ¢s,(u), en particular
P51 (), 5, (2) = =2, 05,(y), 0(2) = ¥ =2,
luego también podemos probar
D51 (7), Doy (¥), P51 (2), D5, (2) =y =,

y cortando con y = x, ¢y, (y) = ¢, (x), obtenemos

D1 (7), Do (Y)s P12 (¥), P51 (2), D5, (2) = P, (7).

Aplicando la regla derecha del conjuntor con ¢, (x) = ¢y, (z) obtenemos

¢51 (x)a ¢t1 (x)7 ¢52 (y)’ ¢752 (y)7 ¢s1 (Z)7 (bsz (Z) = ¢t1 (.T) A ¢t2 ($>

y ahora basta aplicar varias veces la regla izquierda del conjuntor y las reglas
de particularizador para llegar a la conclusién.

El dltimo axioma del igualador es el de la forma
S1 :tl,...,sn:tn:>F(817...,Sn) :F(th...,tn),
cuya traduccion es

Vur (¢, (un) A ¢, (un)), -, Vun(@s, (un) A d, (un)) = Vu(ds(u) A ¢r(u)),
donde S =F(s1...,80), T = F(t1,...,tn).
Si algin s; no es una variable, entonces
bs(u) = Vuy - un(ds, (ur) A+ A ds, (Un) A du(ut, ... un,u)),
donde U = F(x1,...,x,). Si, por el contrario, todos los s; son variables, esta
expresion seria

os(u) E\/u1~-~un(u1 =51 A Ay =8 A du(ur, ... un,u)),

mientras que, segun la definicién que hemos dado, en este caso tendriamos que
en realidad ¢g(u) = ¢y(s1,...,Sn,u), pero es claro que la formula precedente
es logicamente equivalente a ésta, luego no perdemos generalidad si trabajamos
con aquella. Lo mismo sucede si todos los t; son variables.

Por abreviar, llamemos I" al conjunto de formulas

¢sl (331), ¢t1 (SC]), ceey ¢sn (xn>7 ¢tn (:En)v d)sl (91)7 LR ¢Sn (yn)a (bU(yla <oy Yn, y)
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Por la unicidad, ¢s,(x;), ¢s,(y;) = x; = y; luego, cortando con el axioma

1 =Y1y---3Tn = Yn, ¢U(y17"'7yn7y) :>¢U(x1,...,l'n,y),

llegamos a que
I'= ¢U(xl7 LR >$n7y>

Por la regla derecha del conjuntor aplicada con ¢, (r;) = ¢s,(z;) llegamos a
que
I'= ¢s, (1) Ao A s, (Tn) A du(x1,. ., Tn,Y)

e igualmente
I'= (Z)tl (Z‘l) VANERRIVAY ¢tn(xn) A ¢U(l‘1, .. .,.I‘n,y).

Aplicando la regla del particularizador llegamos a

I'= ¢s(y), I'= ér(y),

y por la regla derecha del conjuntor I' = Vu(és(u) A ¢r(u)). Por otra parte,
aplicando la regla izquierda del conjuntor y del particularizador, obtenemos

(s1 =t1)*, ..., (5n = tn)*, Vuos(u) = Vu(ps(u) A ér(u)).
Ahora basta cortar con = \u¢g(u), que es un teorema de I3;.

Finalmente consideramos los axiomas de los funtores. La traduccién de
= C(z) =0es = Vu(u =0 A u=0), que claramente es un teorema. Lo mismo
sucede con la de = P (x1,...,7,) = z;, que es = Vu(u = x; A u = z;).

Si F=«xkGH, --- H,,, su axioma es:
= kGHy - - Hp(x1,...,2n) = G(H1 (21, ..., Zn)y ooy Hn(21, ..y 20)).
Su traduccion es
= Vu(Vuy - umv(or, (ur) A Aoy, (Um) A ¢ (U - oy U, w)) A

Vu(Vug - umv(or, (u1) A A dr, (um) A e (U, ...y um, w))),

es decir, = Vu(¢pr(u) A ¢r(u)), y esto es consecuencia de que en I, se de-
muestra \/u ¢p(u).

Por ultimo, si F' = pGH, tenemos que considerar sus dos axiomas. Kl
primero es
= F(x1,...,2,,0) = G(z1,...,2,),

cuya traduccion es
= VuVuy - tpp1(ug =20 Ao Aty = Ty A gy =0 A
Vs(Suc(s) A U(s) = tng1 + 1A sy, yy, =u A dr(so) A

Ni < tng1 pulu, ... un,i,8:,841))) A or(u)).
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Llamamos I' al conjunto de férmulas
Y1 =21,y Yn = Tn, Ynt+1 = 0, SUC(S), 6(5) = Tpy1+ 1, Synt1 — Y ¢T(50)7

Ni < Yns1 00 (Y1, - Yny i, iy Si1)-

Es facil ver que y,41 =0, 8y, =¥, ¢7(50) = ¢7(y), luego por debilitacion
tenemos que I' = o7 (y).

Por otro lado, I' = ~, para cada una de las férmulas v de T', por lo que
aplicando las reglas derechas del conjuntor y del perticularizador, llegamos a
que

I'= (bFa;l‘..Ino(u) AN (DT(U),

luego, introduciendo un ultimo particularizador,
I'= (F(x1,...,20,0) = G(z1,...,2,))".

Similarmente, introduciendo conjunciones y particularizadores en el antecedente
llegamos a que

Vu GFay-zp0(u) = (F(r1,...,2,,0) = G(21,...,2p))7,

pero el antecedente es un teorema de 1%, luego podemos eliminarlo con un
corte.

El segundo axioma es
!/
= F(xy,...,2n,2) = H@1, .. Tp, Tpgr, F(T1, 00 Ty Tigr)).

Su traduccion es

= vu((le (u) A ¢T2 (’LL))7

donde, llamando

S=F(x1,...,&ny1), T=G(x1,...,2,), U=H(x1,...,Tn42),

o, (y) = Vur-tnpi(ur =21 A Aty = Ty AUng1 = Ty A
Vs(Suc(s) A U(s) = tupy1 + 1A Su,y =y A dr(so) A
Ni < g1 du(us, ... un, i, $i,5i41))),

o, (y) = Vur - tpio(ur =21 Ao Alpyy = Tppg A

¢S(u15 A 7u’n+2) /\ ¢U(u17 R 7un+27y))’
Es claro que estas formulas son légicamente equivalentes a
or(y) = Vs(Suc(s) A £(s) = Ty 1A Syt =Y N or(so) N

/\’L < x;l+1 ¢U($1, fe 7xn7i7 Siy Si-‘rl)))a
¢§“2(y) = \/U(¢S((L‘1,...,Jin+17v)A¢U(.’L’17...,$n+1,’l},y>)-



164 Capitulo 5. La aritmética recursiva primitiva I

Detallar la prueba formalizada de = Vu(¢r, (u) A ¢, (u)) serfa muy labo-
rioso, asi que nos limitaremos a esbozar la idea:

Partimos de que existe un y tal que ¢7. (y) (esto es demostrable en IX;).
Asi tenemos una sucesion s, y una simple induccién muestra que, para todo

i < a4, la restriccion s|; atestigua que se cumple ¢g(x1,...,2n,4,5;). En
particular tenemos ¢s(1,. .., Tni1,Sw,iy)-

Por otra parte, aplicando a i = x,,11 la ltima clausula de ¢7, (y) obtenemos
¢U (xla sy Tntly Sepgs SJL’;LJrl)a que equivale a ¢U($1, sy Tl Sepgs y) Asi

pues, v = s, ., atestigua que se cumple:

¢§12(y) = VU(¢S<$1, .. .,I‘n+1,’U) A ¢U($17 e ,.Z'n+17’l),y))-

En definitiva, el y que cumple @7, (y), cumple también ¢7, (y), luego podemos
concluir que Vu(¢r, (u) A ¢r,(u)). n

Asf pues, APT es una extension conservativa de AP (y lo mismo sucede con
IZ} e I3,,). Esto significa que anadir nombres para todas las funciones recur-
sivas primitivas puede simplificar el trabajo en AP, pero no permite demostrar
nuevos teoremas sobre nimeros naturales. Se trata de una modificaciéon tan
intrascendente a efectos tedricos como lo es incluir un descriptor en una teoria
axiomatica de primer orden. Es s6lo una forma cémoda de disponer de nombres
para objetos de los que igualmente podemos hablar en la teoria describiendo el
objeto cada vez que querriamos nombrarlo.

Los teoremas de AP que no son teoremas de AP son simplemente aquellos
que mencionan los funtores afiadidos, y que no pueden probarse en AP porque
no son férmulas de £,. Sin embargo, todos ellos son equivalentes a férmulas
de £, demostrables en AP. En particular APT (resp. I¥;}) es consistente si y
solo si lo es AP (resp. IX,,).

Nota En lo sucesivo no distinguiremos entre AP y AP™ (ni entre I3, e IX;}).
La forma usual de indicar que se quiere trabajar en APT es decir algo como “su-
ponemos que AP incluye nombres para todas las funciones recursivas primitivas
junto con axiomas que las definen”. L]

Una de las ventajas de incluir en AP nombres para las funciones recursivas
primitivas es que ahora podemos considerar a AP (incluso a I¥;) como una
extension de ARP de forma natural. Al contrario que en AP, en ARP dichos
nombres no son redundantes, por lo que necesitamos anadirselos a AP para estar
en condiciones de comparar ambas teorias.

En esta situacion, la tnica diferencia entre ARP e I3, es que en ARP el prin-
cipio de induccion esta restringido a formulas sin cuantificadores (aunque, segin
hemos observado, podemos extenderlo a férmulas Ay, pues toda formula Ay es
equivalente a una formula atémica), mientras que en I¥; esta permitida la in-
duccion respecto de formulas ;.

Ahora bien, mientras que la prueba de que IET es una extensioén conser-
vativa de I¥;, por laboriosa que pueda ser, no es més que una comprobacion
rutinaria, mucho mas profundo es el hecho de que I3 también es una extension
conservativa de ARP. Nos ocupamos de ello en la seccion siguiente.
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5.3 I>; como extension de ARP

Una aplicacién no trivial del calculo secuencial es la demostraciéon del teo-
rema siguiente, que viene a decir que si, a partir de una formula Ay, en I¥;
podemos probar un teorema de existencia, la demostracién es necesariamente
constructiva:

Teorema 5.8 Sea ¢(z1,...,2n, ) una formula Ao de Layp, tal que
H .
I, \/U ¢($17 ,.’I,'n7’l))

Entonces existe un funtor F' de rango n de Larp tal que

A;P¢(x1,...,xn,F(xl,...,xn)).

DEMOSTRACION: Tenemos que 1; = Vvé(zi,...,2,,v). Por el teorema
1

3.22 existe una demostracion D de este secuente formada inicamente por férmu-
las Ag y X (en sentido estricto, es decir, con un particularizador no acotado).
Sean y1,...,y; las variables que aparecen libres en alguna férmula de D. Vamos
a probar que, para cada secuente de D

/ / ! !
Yis- - 777‘7\/11/171’ e '7vuT”7r’ = 617 . '7685 \/Ulala .. 'a\/vs’(SSM

donde® todas las formulas ~;, ., 8, 6 son Ag y s’ > 0, existen funtores

Fi(yla"'vyl»ula"'aur/) i:]-»"'asl
tales que

A;P/\ul...uw(ylAmA%Ay{A~--A7;/—>61v---\/63\/5’1v-~-v8;,),

donde

6i(y17 e YU, .. 7u’f") = 5i(y1’ fee ayl7Fi(y17 e YU, .. 7u7"))'
Observemos que lo que estamos afirmando es que, supuesto que se cumplan
las formulas del antecedente con ciertos valores para las variables y; v u;, los
funtores F; determinan valores para las variables v; que hacen que se cumpla el
consecuente.

Vamos a probarlo para los secuentes iniciales de D y, supuesto cierto para
los secuentes superiores de una regla de inferencia, lo probamos para el secuente
inferior. Esto implica que el resultado es valido para todos los secuentes de D.

Para simplificar la notacion, representaremos los secuentes de D en la forma
1i(H)s Vg v (uir, §) = 8;(7), Vv &' (v0,9),

donde ¢ varia de 1 a 7, que ¢’ varia de 1 a r’, que j varia de 1 a s y que j' varia

de 1 a s’ (entendiendo que si, por ejemplo 7 = 0 hay que eliminar v;(7) de la

expresion, etc.) y la barra en una variable, como §, indica que en realidad se
trata de un nimero finito de variables, en este caso y1,...,y;-

5Suponemos tacitamente que en todos los secuentes de D las variables u1,...,u,s son
distintas en cada férmula del antecedente, pero es claro que, sustituyendo las repetidas por
otras nuevas, siempre podemos exigir que sea asi.



166 Capitulo 5. La aritmética recursiva primitiva I

Similarmente, la conclusiéon se expresa en la forma
/\u(fyl( )/\71 (ulay)%a ( )\/5 ( (ya )7@))

Para los secuentes iniciales es trivial, pues todos ellos (incluyedo los axiomas
que definen los funtores de La,,) son teoremas de ARP y estan formados por
formulas atomicas, luego en ellos s’ = 0 y no hay que probar la existencia de
ningtn funtor. Ahora hemos de considerar todas las reglas de inferencia.

Debilitaciéon Partimos del secuente
Yi (&), Vusvi(wir, i) = 6;5(1), Vg 6" (vy,7),

y por hipotesis de induccién existen funtores Fj (g, %) tales que en ARP
se demuestra

Observemos que si s’ = 0 esto sigue siendo valido si entendemos que no
hay formulas 5;,. En tal caso la formula se sigue directamente del hecho
de que el secuente es demostrable en ARP.

Si la formula principal es Ay el resultado es trivial, pues la formula sigue
siendo demostrable si afiadimos un v,11(%) 0 un ds11(%y).

Si la férmula principal es ¥ y se anade a la izquierda, también es trivial,
pues la implicacion se conserva si anadimos la formula 7/, (ur41,7), ¥
cambiamos el funtor Fj por F (g, @, ur41) = Fj (7,4

Consideremos finalmente el caso en que la férmula principal es de la forma
Vvg416., 1 (vg41,7). Entonces basta tomar Fyi1(y,u) = 0, pues la
implicacion se conserva si afiadimos 37, | (Fior41(9, %), 9)-

Corte Supongamos que la formula de corte es ¥;. Partimos de los secuentes
72(27)7 Vui’ ’Yz/'/(uja :U) = 5j (y)a VU]" 5/(vj’v g)v \/w Oé(w» g)v

\/w a(wa g)a Vi (g)» Vui’ 7;/(ui/a g) = 5j (g)v \/yj/ 6/('0]" ’ 27)7
y suponemos que tenemos funtores Fjl, (g, ), sz, (g,u,w) y F*(y,u) de
modo que en ARP se demuestra:

Na(vi (@) A i (uir, §) = 6;(5) V 85 (Fj(5,0),5) V a(F*(§, ), 7))

Naw(a(w, i) Ay (@) A i (wir, §) = 6;(5) V 85 (F7 (5,1, w), 7).

Notemos que no hace falta considerar el caso en que no hay férmulas d;,
pues entonces el secuente inferior del corte cumple s’ = 0 y no hay nada
que probar.

Razonando en ARP, suponemos ;(7) A v} (ur, ) y distingamos dos casos:
Si ~a(F*(y,u),7), entonces se cumple 8;(7) V &, (F}, (7, @), 3)-
Si a(F™(y,1),9), se cample 6;(y) V 07, (Fz(y,u F*(g,a)),7).
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Esto nos lleva a considerar el funtor
Fj(g,a) = Fj(y,0)(1 = x(F*(9,9),9)) + F: (9, @, F*(g,))x,(F* (9, 0), )-

y asi en cualquier caso se cumple §;(7) V 5;,(F]3, (g,a),q).

Si la férmula de corte es Ag es facil ver que basta tomar
Fy(g,a) = Fj(g,a)(1 = x,(5) + Fj (5, 0)x,,(9)-

Negador La formula principal de una regla del negador debe ser Ay, pues una
formula 1 en sentido estricto tiene que empezar por un particularizador
y no por un negador. Por lo tanto, la formula auxiliar «(g) es también de
tipo Ag. En el caso de la regla izquierda tenemos

Na(vi(g) A a(G) A i (uir, §) — 6;(5) V 85 (F: (5,4), 7)),

y basta observar que podemos pasar «(g) al consecuente de la implicaciéon
como —a(y), de modo que el secuente inferior cumple lo requerido con los
mismos funtores Fj del secuente superior. Lo mismo se aplica a la regla
derecha.

Disyuntor Como en el caso anterior, la formula principal y las férmulas auxi-
liares tienen que ser Ag. Para la regla izquierda partimos de dos secuentes

Oé(g), 71(@); \/ui' %/‘f(ui’,ﬂ) = 6] (g)v ij’ 6}/(’1&",@),

B@), (@), Vuir vir (wir, ) = 0;(7), Vi 85 (v, ),

y por hipotesis de induccién existen funtores F jl, (y,u), F jz/ (y,u) que cum-
plen lo requerido.

Razonando en ARP, suponemos (a(y) V B(%)) A vi(§) N i (ur,§) v
distinguimos dos casos:

Si se cumple «(§), por la hipotesis de induccion 6;(y) V 5;-,(F}/(g, ), 7).
Si no se cumple «(7), entonces se cumple 3(7) y la hipotesis de induccion
nos da d;(y) V 05 (F} (7, @), 3)-

Esto nos lleva a definir

Fi(g,u) = Fj(g,a)x,(5) + Fi(m.a) (1 = x (7))

de modo que en ambos casos se cumple 0;(y) V 5;-,(Fj?’, (y,u),7).

La regla derecha es mucho mas simple, pues partimos de un tnico secuente

’Yi(g)a \/ui’ ’Yz{/(u’i/7 g) = 6j (g)a \/Uj/ 5;/(113‘/,@), O[(y), ﬁ(g)

y se concluye inmediatamente que el secuente inferior cumple lo requerido
con los mismos funtores que el secuente superior.
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Particularizador izquierda La formula auxiliar debe ser Ag, pues al anadir
un particularizador a una férmula 1 en sentido estricto no obtenemos una
férmula X1 en sentido estricto. Ahora bien, la férmula principal puede ser
Y1 en sentido estricto o Ag. Lo segundo sucedera si la formula auxiliar es
de la forma y < () A a(y, @) y la variable propia es y.

Consideremos primero el caso en que la féormula principal es 1. Tenemos
entonces el secuente

Oé(y/7:lj)7 fY’L(g)a \/ui’ ’YZ// (Ui/, g) = 6] (g)a \/'Uj/ 6;’ (’Uj/,@%

donde 9’ es la variable propia y, por consiguiente, no aparece en el grupo
de variables §. Por hipotesis de inducciéon tenemos funtores F jl, (g,y', 1)
que cumplen lo requerido. El secuente inferior es

V’LL,Oé(U/, 27)7 Vi (g)a \/ui’ ’71/'/(%'/7 ?7) = 5] (g)v \/vj’ 5;'/(’Uj’7 y);

y es inmediato que los funtores F jl,(ﬂ, u’, %) cumplen lo requerido.

Supongamos ahora que la formula auxiliar es y < t(g) A a(y,y), donde y
es la variable propia. Consideramos los funtores

Gy (y) = pw < t(y) x, (0, 7),
Fj2’ (g7 ﬂ’) = F}’(Q? Gj’ (g)v ﬂ))
Claramente

Na(Vu' < t(@) ', 5) A 5i(§) A vir(uir, §) = 8;(5) V 05 (F3 (5, 1), 5))-

Particularizador derecha Tenemos que distinguir los mismos dos casos que
para la regla izquierda. Partimos de un secuente de la forma

@), Vi v (i, 5) = 0;(5), Vg 6 (v, 9), a(t(9), ).
Si la férmula principal es X1, el secuente final es
Yi(9), Vuy v (wir, §) = 6;(3), Vo 5;'/ (vj,7)s Vo1 a(vg1, ).
y es facil ver que basta definir
Foa(y,u) = t(y)-

Si la formula auxiliar es t(g) < () A a(t(y),y), de modo que la for-
mula principal es VVw < /() a(w, 7), es inmediato que el secuente inferior
cumple lo requerido con los mismos funtores F}j: que el secuente superior.

Generalizador Para las reglas del generalizador podemos dar un argumento
analogo al empleado para las del particularizador, aunque mas simple,
porque la formula principal es necesariamente Ag, con lo que solo puede
darse uno de los dos casos que hemos distinguido para el caso del particu-
larizador.
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Alternativamente, podemos suponer que la demostraciéon D no contiene
ninguna regla del generalizador. En efecto, el conjunto ® de las férmu-
las 1 que no tienen generalizadores es cerrado para sustitucion y para
subformulas, y toda semiférmula 3, es logicamente equivalente a una se-
miférmula ¥; sin generalizadores, ya que en una semiformula Ay los ge-
neralizadores se pueden transformar en particularizadores y negadores.
Es claro que si probamos el teorema para una semiférmula equivalente
a ¢, vale también para ¢, luego podemos suponer que ¢ no tiene gene-
ralizadores y, a su vez, que en la demostraciéon D ninguna férmula tiene
generalizadores.

Inducciéon Supongamos que la formula de inducciéon es ¥; en sentido estricto.
Entonces el secuente superior es

Vi a(u,y,5), vi(@), Vi vi(wir, ) = 6;(5), Vg 65 (v, 5), Vo' a(u, y+1,7),

donde y es la variable propia. Por hipo6tesis de induccion tenemos funtores
Fjl,(y, g,u',u)y F'(y,7,v, @) de modo que en ARP se demuestra:

Nu'a(a(u',y,5) A yi(G) A vir(wir, G)
= 0;(5) V 05 (Fyr (y, g0, 1), ) V o(F' (y, 9,0, 0), y + 1,7)).
El secuente inferior es
V'a(u',0,9), %), Vi vi (w5, 9) = 8;(9), Voy 8 (v, 9), V'ald', (7). 9)-
Sea G(y,y,u’,u) el funtor determinado por
GO g, u)=u, Gly+1yv,0)=F(yy Gy v, 0),u),

a su vez, sean

Gj’(gvulaﬂ) = pw < (y) 63”(Fj1/(w7gaG(waga u/,ﬂ)),g),
F]%(ga u/aa) = Fjll(Gj/(g,ul,’lj),g,G(Gj'(ﬂ,ul,ﬂ),g, u/aa)aﬂ)'
F'(g,u',u) = G(y),y,u,u).

Veamos que los funtores F’ 32/ y F" cumplen lo requerido. Para ello fijamos
i, v, 4 y suponemos

a(ulv 07 g) A fYZ(g) A 7;’(“’1"7 ?j)
Queremos probar
8;(9) V 65 (F (g, ', 1), 9) V a(F" (.0, @), t(F), §).-

Para ello suponemos que no se cumple ninguna de las férmulas §;() ni
tampoco 5;-,(Fj2, (g,v',u),y) y vamos a probar a(F" (g,v,a),t(y),7). Por
definicion de F”, esto equivale a o(G(t(7), g, v, @), t(y), 7).
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Si existiera un w < ¢(g) tal que 5;-,(Fjl/(w, 7, G(w,g,u ,@)),y), entonces el
minimo seria w = G/ (y, v, @), y a su vez
)

Fl’(wvg?G(wag7ulaﬂ = Fl/

J Gj'(gau 7a)ag7G(Gj'(ga U/,ﬁ)azlul,ﬂ))
!/

luego se cumpliria 5;-,(F]2, (y,u’,1),7), en contra de lo supuesto.

Asf pues, para todo w < #(§), se cumple —|§;/(Fjl, (w, 7, G(w, §,u,@)),7).
Vamos a probar por induccién sobre w que
Aw < 4(5) a(G(w, g, ', ), w, 7).

Notemos que la féormula es Ay en Larp, por lo que la induccién puede
realizarse en ARP. Aplicando esto a w = #() obtenemos la conclusion.

Para w = 0 hay que probar a(u/,0,7), pero ésta es una de nuestras hi-
potesis. Supuesto cierto para w < ¢(%), la hipotesis de induccion sobre el
secuente superior de la induccién nos da que

a(G(w,y,u’,ﬂ),w,g) A ’71(?) A PYZ/'/(ui’ag) — 5](27) \
1 _ _ N =\ — _ _ N\ — _
5§/(Fj,(w,y,G(w,y,u’,u),u),y) \% a(F/(w7va(wvyau/7u)au)7w + 179)

Pero estamos suponiendo que no se cumple ninguna de las formulas 6;(7)
v hemos probado que tampoco se cumple (5;-,(Fj1, (w,7,G(w, y,u,a),a),7),
luego concluimos que se cumple a(F'(w, 3, G(w, g, v, @), @), w+1,7), que,
por definicion de G, es lo mismo que a(G(w + 1,7, v, @), w+ 1,7), lo que
completa la induccion.

Por dltimo, si la formula de induccion es A, el argumento es una simpli-
ficacion del que acabamos de dar. Indicamos tnicamente la definicién de
los funtores F' ]-2,:

Gj(g.a) = pw < Hy) o (Fj(w,9).9),
sz’ (y,ﬂ) = Fjl’(Gj’(gvﬁ)vga ﬂ)

Con esto termina la induccién y tenemos probado que el secuente final de D
cumple la propiedad considerada, es decir, existe un funtor F*(yq,...,%;) tal
que

F e F*()).

ARP (b(wh y Ly (y))
En principio, y1, ..., y; recorre todas las variables libres en algtin secuente de D,
incluyendo z1,...,T,, pero podemos particularizar la formula anterior sustitu-

yendo por 0 las y; distintas de las x;, con lo que F* da lugar a otro funtor
F(z1,...,z,) de modo que
AIF—{PQS(:UL...,xn,F(xh...,xn)). .
Ahora observamos que el teorema anterior se automejora ligeramente:
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Teorema 5.9 Sea ¢(z1,...,2,,c) una formula X1 de Lupp tal que
= T, ).
I, VU ¢((E1, ) L U)

Entonces existe un funtor ' de L, tal que

AEP (X1, xp, F(x1, ..., 2y,)).
DEMOSTRACION: Sea ¢(x1,...,7,,v) = Vwx(w,z1,...,T,,v), donde la
formula x es Ay, v sea
& (x1,...,20,v) = Voour < v (v = (vo,v1) A X(V0,Z1,...,Tpn,v1)).
Claramente, ¢’ también es Ag y 1'51 Vv (21,...,2,,v). Por el teorema

anterior existe un funtor F* tal que en ARP se demuestra

& (21, oy, F* (21, .., 10)).
Consideremos el funtor dado por

F(z1,...,2,) = pv1 < F*(2)Vvo < F*(z)(F*(z) = (vo,v1))

Asi, como se cumple ¢'(Z, F*(Z)), tenemos que F*(Z) = (vg,v1) de modo que
X(vo, Z,v1), luego ¢(z,v1) y F(Z) = v1, luego ¢(z, F(T)). =

De aqui se sigue:
Teorema 5.10 Si ¢ es una formula Il de L,yp, entonces
H ) jlo si F ¢.
ARPd) si y solo si 121¢

DEMOSTRACION: Sea ¢ = AvVug(z1,...,2,,v,u) una formula de tipo Iy
en L,p, ¥ supongamos que es demostrable en I¥;. Entonces también lo es la
formula \/u ¢(Z,v,u) y por el teorema anterior existe un funtor F tal que en
ARP se demuestra ¢(Z,v, F(Z,v)), luego también se demuestra \u ¢(z,v,u),
luego también ¢. m

Este teorema afirma que [¥; es una extension conservativa de ARP para
formulas de tipo IIs. Ahora bien, si recordamos que ARP no es més que un
“envoltorio” conveniente de la teoria ARP presentada en el capitulo anterior, de
modo que las formulas “genuinas” de ARP (las que se corresponden con férmulas
de dicha presentacion sin signos 16gicos) son las formulas Ay, entonces podemos
afirmar que IX; es una extension conservativa de ARP en el sentido de que toda
formula del lenguaje L,,p (el original, sin signos 16gicos) es demostrable en ARP
si y s6lo si lo es ¥,

En particular tenemos que ARP es consistente si y solo si lo es I3;.

El teorema 5.9 tiene otra consecuencia de interés. En [LM 7.13] definimos el
concepto de funcion demostrablemente recursiva en una teoria aritmética dada,
y observamos que las funciones recursivas primitivas son demostrablemente re-
cursivas en I3;. Ahora podemos probar el reciproco:
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Teorema 5.11 Las funciones recursivas primitivas son las funciones demos-
trablemente recursivas en 137.

DEMOSTRACION: Sélo tenemos que probar una implicacién: si una funcién
f es demostrablemente recursiva en I3, esto significa que existe una formula®
d(x1,...,2n,y) de tipo 37 en L, tal que

flay,...;a,) =a syss NI; o(a,...,an,a)
1

1
y ademas 1; Azi - z,Vyd(x1,...,2,,y). Por el teorema 5.9 existe un funtor
1

F tal que

s, ¢($17 s Ty (‘7)17 a-/I;n))

La unicidad de ¢ hace que, de hecho,
E A any(y = Fan, o an) © 621,20, y)).
1

En particular esta equivalencia es verdadera en N, lo que implica que f es la
funcioén recursiva primitiva determinada por la definicién de F'. L]

5.4 La formalizacion del cilculo secuencial

Los teoremas de incompletitud de Godel se basan en la posibilidad de for-
malizar la logica en cualquier teoria aritmética. Esto se desarrolla con detalle
en el capitulo VIII de [LM] para el caso del calculo deductivo “a la Hilbert” con-
siderado alli, y nada impide hacer lo mismo con el calculo secuencial. En este
capitulo veremos los detalles. Concretamente, veremos que el calculo secuen-
cial es formalizable en ARP, luego en particular en I3;. De aqui extraeremos
algunas consecuencias notables, como que en AP puede demostrarse la consis-
tencia de todas las teorias I¥,,, lo que a su vez implica que AP no es finitamente
axiomatizable.

Aunque podriamos formalizar el calculo secuencial sobre un lenguaje formal
arbitrario, por simplicidad vamos a considerar tnicamente el caso de AP sobre
el lenguaje £, (sin afiadir los funtores que representan a las funciones recursivas
primitivas, aunque nada impide incluirlos también).

La formalizacion de aritmética de Peano en AP o en ARP consiste en iden-
tificar los signos de £, con numeros naturales, de modo que los términos y
férmulas de £, pueden verse como sucesiones finitas de nimeros naturales, los
secuentes pueden verse como pares de conjuntos finitos de ntimeros naturales y
las demostraciones como arboles finitos de secuentes.

6Como en esta demostracién no necesitamos el calculo secuencial, no necesitamos distinguir
entre variables libres y ligadas.
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Concretamente, podemos suponer que las variables libres de £, son las po-
tencias 2,22,23,... y las variables ligadas son las potencias 3,32,33,..., asi
como que los demas signos de £, son los niimeros naturales dados por la tabla
siguiente (en la que hemos excluido las potencias de 2 y de 3, reservadas para
las variables):

=-Vv AV o s + - <
0 1 5 6 7 10 11 12 13 14

Con este convenio, cada cadena de signos de £, (en particular, cada término
y cada formula de £,) es una sucesion finita de nameros naturales que, a su vez,
a través del convenio establecido en el capitulo anterior, puede identificarse con
un ntmero natural.

Cadenas de signos Puesto que en lo sucesivo se van a mezclar signos logicos,
como — o V, con los nimeros naturales que los formalizan en I¥;, conviene
introducir una notaciéon que los distinga. Para ello usaremos angulos de Quine:

Si ¢ es un signo de £, (con lo que técnicamente es un namero natural), re-

A . . .
presentaremos por ( el numeral que en la secciones anteriores representibamos
por (. Explicitamente:

z€VarLib(L,) = Vi<za=2"",
x € VarLig(rLa—l) = Vi<zax=3"1
r, 1 . r, 1 . r, 1
ze€Var(L,) = x€VarLib( £, )V z € VarLig( £, ),
xGSig(rLa_') = z=0Vz=SVve="Fve="veg=r=1v

r="vae="V've=V vazeVa(L,),
Ni < (s) s; € Sig('£a "),
Ni < £(s) s; € Cad("L, ).

s Cad('L,)
s € SucCad(rLaj)

En lo sucesivo, cuando no haya posibilidad de confusion, escribiremos sim-
plemente 0,1,2,... para nombrar los numerales en £, en lugar de 0,1,2,.. .,
como estabamos haciendo. Sin embargo, distinguiremos cuidadosamente, por

; - . il
ejemplo, entre la suma + de ntimeros naturales y el nimero natural + = 12
que formaliza al funtor suma de £,.
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Semitérminos y semiféormulas Para definir los términos y las formulas,
primero tenemos que definir los semitérminos y las semiférmulas. Para ello
definimos un funtor mediante el teorema de recursion completa 4.19:

rA1

ST(t) = x[Vz < t(ue Var((L, YAt = () Vi=(0")V
Vuv < t(ST(u) =1 AST@W)=1A(t={(8) "uV

t={"+""u"v)Vt={("T)"u"v)).
Definimos la férmula ¢ € STerm(rLa—l) =S8T(t) = 1.

Notemos la necesidad de distinguir, al menos teéricamente, entre un ntimero
natural n y la sucesion (n) de longitud 1 cuyo tnico término es n. Sin em-
. . . r 1 1. . s .
bargo, en la practica, si € Var( £, ), escribiremos también x para referirnos
.. . 1. A1 A1
al semitérmino (x). Igualmente escribiremos 0 en lugar de ( 0 ).

De la propia definicion de ST se sigue que ¢ es un semitérmino si y so6lo si
se cumple uno de los casos siguientes:

1. Es una variable,
2. BEs 0,
3. Es de la forma ' S't para otro semitérmino t,

r, 1 . . .
4. Es de la forma t; + to 0 t1"-'t9, para ciertos semitérminos tq, to, donde
usamos la notacion

't =) T Ty, = (M) T .
Similarmente definimos las semiférmulas por recursiéon completa:

SF(a) = x[Vtits < a(t1,ts € STerm( Lo ') A
a=(=)"t "ty Va={<)"t"t) Vv
VByu < a(SF(e) =1 A SF(8) =1 Au e VarLig( £, ') A
(a=(=)"BVa=(V)"B7yV
a=(AN)w Bva=(V) s
Definimos la formula o € SForm('£,') = SF(a) = 1.

De la definicion se sigue trivialmente que « es una semiférmula si y s6lo si
se cumple uno de los casos siguientes:

1. Es de la forma t;"="%3 o tlr{tz, para ciertos semitérminos t; y ts,
2. Es de la forma "', para cierta semiférmula «,

3. Es de la forma o' V'3, para ciertas semiférmulas a y 3,
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r,1
4. Es de la forma /\ wa, para una semiférmula o y una variable ligada w,

o,
5. Es de la forma \ uc, para una semiférmula o y una variable ligada wu,
donde hemos introducido la notacién

=My = <'_: >’_\t1/_\t2 y tlrg—ltg = <r§—l> Tt s
o= () "a, dVB=(V) a8,
[ ",

r/\juaE( A )T Ta r\/juozz< Vo) () "o

Necesitaremos los funtores que, a partir de un término o una férmula, nos
calculan los elementos a partir de los cuales estan compuestos:

a7 "o
Prej(z) = pu<z(z=SuvVz="—uvVo<ziz= ANovuvz= VouVv

c=uH+oVz=uTwVz=u=0wVz=u<vVz=1uV")),

Pres(z) = pu<z(VNo<ziz=v+wuVvz=0"wVz=0v=wV
z=v<wVz=0V"h)),
a7 [
PreV(z) = pmu<z(Vv<z(z= AuwvVvz= V w)).

Variables libres y ligadas Si ¢ es un semitérmino, definimos
VLT(t) = {u < t | u € Var( £, ) A u € Rt}.

El conjunto de las variables libres en una semiférmula « lo definimos por
recursion completa:

VLF(a) = x[Vtits < alty,ts € STerm(' L, )
Aa=t"=ty Va=1t'<t))]
(VLT (Pre; (a)) U VLT (Pres(a)))
+ X[VB < a( € SForm('L, ) A a="5)]
-VLF (Pre; («))

+ x[VBy < a(B,y e SForm(rLa—l) Aa=BV"7)
-(VLF (Pre;(«)) U VLF (Prez(«)))

9

+ x[VBu<a(p e SForm('_La )
Aue VarLig(£a) A fa=ANupva="Vup))
«(VLF(Preq (a)) \ {u}).

Ahora podemos definir como sigue los términos y las formulas de I—La—l:
t € Term('L,) =t € STerm(' L, ) A Az < t(z € VLT(t) = = € VLib('L, )),

a € Form('£L,") = a € SForm('£,') A Az < a(z € VLF(a) — @ € VLib( £, ).
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Una ligera variante de la definicién de a € Form(rﬁa—l) permite definir la
formula o € Ag, que expresa que « es una formula de tipo Agy. A partir de ahi
podemos definir la férmula con dos variables libres:

aGEZzn>O/\a€Form(r£a—l)/\E(a)>2n/\

a7

Ni<n(2]i—am=V)AECH = an=A)),

(donde 2 | 7 expresa simplemente que I es par).
Analogamente se define una férmula o € IIY, también de tipo A4, y a su vez
podemos definir

aeY,=\Vm<nlaeXi V(m<nAaclll)),

acell,=Vm<n(aelll, V(m<nAacl)).

Sustitucion Por ultimo formalizamos la sustitucién de una variable por un
término en una semiexpresion:

$:Z = x|Z=(x)]t
+ x[Z={0"Wz<Z(zeVar(L,)Az#aNZ=(2))] Z
+ XIVT' < Z(T' € STerm(' L, ) A Z ="S'T")]
("8'st Pre,(2))
XIVT'T" < Z(T', T" € STerm('L, ) A Z = T""+'T")]
(8% Pre; (Z)"+ 'St Prey(2))
+ XIVT'T" < Z(T',T" € STerm(' Lo ) A Z = T'™T")]
(st Pre;(Z)™St Preo(2))
+ x[Vtita < Z(Z = t,7="t5)] - (St Pre; (Z)=1St Preo(Z))
+ x[Vtity < Z(Z = t,"<'ty)] - (8t Pre; (Z2) <'s! Prey(Z))
+ x[VB < Z(8 € SForm(' L, ") A Z =8)]
('S, Pre (2))
+ X[VBv < Z(8,7 € SForm('L, ) A Z = BV')]
(8L Pre;(Z) V'S, Prey(Z))
+ VB <Z(BeSForm('Ly)AZ= I—/\—Iaz: B)-Z
+ VBu< Z(B € SForm(Ly ) Aue VLib(L ) Au#zAZ= Aup)
(A\'ustPre(2))
+ VB <Z(BeSForm('L,)AZ= I—\/—Iac B)-Z
+ VBu< Z(8eSForm( Lo ) Aue VLib( Lo ) AuaAZ=\ up)

(V 'ustPre,(2)).

+
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Relacion entre L, y '_L,; Las definiciones que hemos dado en el apartado
precedente pretenden formalizar los conceptos basicos asociados al lenguaje £,
de la aritmética de Peano, pero necesitamos precisar en qué consiste esta nocion
de “formalizacion”, es decir, en qué sentido preciso los conceptos formales que
hemos definido en ARP se corresponden con los conceptos metamateméticos
que pretenden formalizar.

Si S =(Sp,...,Sn,—1) es una sucesion finita de nameros naturales, las defi-
niciones de la seccién 4.6 nos permiten identificarla con un ntmero natural, y
1 .
llamaremos S al numeral correspondiente en £, .

Llamando N al modelo natural de ARP, en el que cada funtor se interpreta
como la funcién recursiva primitiva determinada por sus axiomas asociados, es
inmediato a partir de las definiciones dadas que

0(S)=n syss NE(('S)=n,

donde a la izquierda £(S) representa la longitud de la sucesion, mientras que a
la derecha £(z) = y es la férmula que tenemos definida en L. Igualmente, si
i < n, se cumple que

S;=s syss NE(S); =5

A su vez, es claro a partir de las definiciones que una sucesion ¢ de ntimeros
naturales es una cadena de signos de £, si y s6lo si

NE¢ eCad('L,)).

Lo mismo se aplica a todas las definiciones que hemos dado. Por ejemplo, es
claro que” una sucesién a de niimeros naturales es una férmula de £, si y s6lo
si

NE"a'e Form(rLaj)‘

Todas las definiciones que hemos dado en el apartado anterior estan pensadas
para que hechos como éste se cumplan de forma obvia. Es precisamente en
este sentido en el que las féormulas que hemos definido formalizan las nociones
metamatemaéticas correspondientes que pretenden formalizar.

Esta relacion de naturaleza seméantica implica otra puramente sintéct,i_ca en
virtud del teorema 5.6. Por ejemplo, aplicando a la formula z € Form( £, ),
vemos que®

. . r. 1
si « es una formula de £, entonces AI}—{P o' € Form( L, )

7Cuando decimos que “es claro” nos referimos a que basta interpretar una sentencia como
r A . o e
o' € Form('Lq ) segn la definicion de N F para convencernos de que lo que afirma es
precisamente que a es una férmula de £, (apoydndonos, naturalmente, en que esto mismo
. . s r A

vale para todos los conceptos previos que aparecen en la definicion de € Form(' £q)).

8El teorema 5.6 nos da equivalencias, pero escribimos aqui tinicamente la implicaciéon cuya
prueba es, en realidad, puramente sintactica y finitista.
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y, aplicandolo a x ¢ Form(rLaj), tenemos también que

. , r, 1
si o« no es una formula de £, entonces All?_{P To' ¢ Form( L, ).

Esto se aplica a todas las féormulas que hemos introducido. Por ejemplo, para
toda variable z, todo término ¢ y toda semiexpresion 6, en ARP se demuestra
que si 0* = 8.0, entonces en ARP se demuestra

sl A
o = erT

0, equivalentemente, en ARP se demuestra:
r t Nl rt—l r
SIQ - Sy—xj

Arboles finitos Para formalizar el concepto de demostracion del céalculo se-

cuencial necesitamos considerar drboles binarios:

Un conjunto A es un drbol (finito, binario) si cumple
atbA=0€ AANNs€ ANi < {(s)(s]li € AN (s, =0V s, =1)).

Equivalentemente, un arbol (finito, binario) es un conjunto de sucesiones de
ceros y unos cerrado para restricciones.

Si h es un ntimero natural, podemos definir 2<" como el conjunto de todas
las sucesiones de ceros y unos de longitud menor que h. Explicitamente:

2 = {s < (D)n | (s) <h ANi<l(s)(si=0Vs;=1)},
donde (1), es la sucesion que consta de h unos, que se define inmediatamente
por recursién. Claramente 2<" es un arbol.

En todo arbol consideraremos la relacion de orden
sEt=L(s) <L) Ntlys) = 5.

La sucesion vacia 0 es el minimo elemento de cualquier arbol y nos referiremos
a él como su raiz. Los elementos de un arbol se llaman nodos, La longitud de
un nodo (considerado como sucesion) se llama también su altura. Asi, la raiz es
el tinico nodo de altura cero. La altura de un arbol A se define como®

alt A = max{l(s) | s € A} + 1.
Equivalentemente, la altura de A es el minimo A tal que A C 2<".

Diremos que un nodo de un arbol A es terminal si no esta estrictamente
contenido en ningin otro nodo. Un nodo es ramificado si esta contenido en dos
nodos distintos de altura una unidad mayor. Si no se da ninguno de estos dos
casos diremos que es no ramificado.

9Técnicamente, podemos considerar la enumeracién Suc(A), a partir de ella definir por
recurrencia F'(0) =0, F(n+ 1) = F(n) U {{(Suc(A)n)} y alt A = max F(|A]).
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Si A es un arbol de altura h y s € A, podemos definir el arbol
Ay ={te2<h| st e A}

Si A es un arbol de altura h, podemos definir la aplicacién rang, : A — I,
mediante rang 4(s) = alt A; — 1.

Asi, s € A es un nodo terminal siy s6lo si A; = {0}, siy s6lo sirang,(s) =0
y, en general,
rang 4(s) = sup{rang,(¢t) + 1| s C t},

entendiendo que el supremo del conjunto vacio es 0.

Secuentes Un nitimero natural S es un secuente si cumple

sec S = VS5 < S(S = (S0, 51) A Sy C Form('£,") A Sy C Form(' £, )).

SiT y A son ntimeros naturales tales que I' C Form('£,') A A C Form(rﬁ;),
escribiremos

I'=A=(T,A),
de modo que todo secuente S cumple S = (Sy = 57).

Un drbol de secuentes es un nimero natural D que cumple'®

arbsecD = VA< DarbAAD:A— NA/As € A secDs.

Llamaremos F(D) al conjunto de todas las formulas que aparecen en los
secuentes de D (cuya existencia se prueba en ARP por Ap-especificacion a partir
de ID)

Axiomas Definimos la férmula “ser un axioma l6gico” como
Ax1S = Va < S(a € Form('L, ) A S = ({a} = {a})).

Similarmente podemos definir los axiomas del igualador. La féormula AxiS
es la disyuncion de las formulas siguientes:

1. Vt<S(teTem( L,)AS= (o= {t=1})),
2. Vsity < S(ty,ts € Term(' Lo, ) A S = ({s1=1t1} = {'S's1="5"11})),

3. V3152t1t2 < S(Sl,SQ,tl,tQ € Term(rLa—l) A
S = ({Slr:—lt]_, Sgr:—'tg} = {51r+—|52|—:—|t1’_+—|t2})),

10La formula D : A — N debe entenderse como que D es un conjunto de pares ordenados
cuyo dominio es A y de modo que no contenga dos pares ordenados distintos con la misma
primera componente. La N como conjunto imagen sé6lo indica que no especificamos ningan
conjunto imagen.
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4. v5182t1t2 S S(Sl,SQ,tl,tQ € Term(rﬁa—l) A

S = ({Sll—:—lth SQI—:—ItQ} = {Slerg'—:—ltlrth})),
5. VS182t1t2 < S(Sl, S9,t1,12 € Term(rﬁa—l) AN

S = ({s17="t1, 520" ="ta,51="s2} = {t1"="t2})),
6. Vsisatita < S(s1,s0,t1,t0 € Term(rlla—l) A

S = ({Sf:jtl’52r=7t2781r§782} = {t1r§jt2}))7

Similarmente se define la formula Axp S que determina los axiomas propios
de AP, que incluyen los seis esquemas considerados en el teorema 3.3 més los
siete anadidos en la definicion 3.4. Asi, Axp S es la disyuncion de 13 formulas,
la dltima de las cuales es:

Vst < S(s,t € Term(' Lo ) A S ={s'<"8"t} = {s'<'t,s="5"t}).

Definimos Ax S = Axl1 SV AxiS V Axp S.

Reglas de inferencia Ahora podemos definir las diez reglas de inferencia.
Explicitamos s6lo cuatro de ellas como ejemplo:

Debl(S,T,a) =secS AsecT AVITA<T(S= (L = A)AT = (TU{a} = A)),
Corte(S, 8", T,a) =secS Asec S ANsecT AVTA<T(S= (= Au{a})A
S'=Tu{a}=A)AT=(=A)),

Partil(S, T, u,y,a) =secS AsecT Au € VarLig(rLa—l) ANy € VarLib(rLaj) A
"V'ua € Form("L, ) A VTA < T(S = ({S%a} UT = A) A
T=({VualUl = A)AABeTUAU{a} y ¢ VLF(B)).
Ind(S,T, o, t,y) =secS AsecT Ao € Form(rﬁa—l) At e Term(rﬁa—l) A
y e Var(£,) AVIA < T(S = ({a} UT = AU {s, ¥a})

AT =({sya}Ul = AU{sla}) AABETUA y ¢ VLF(B)).

Demostraciones A partir de aqui podemos definir el concepto de demostra-
cion:

Dmap D = arbsec D A \s € DD((Nts A Ax D,)
V(NorsA(--+)) V(NrsA(--4),

donde Nt s, Nnr s y Nr s son las formulas que formalizan los conceptos de “nodo
b

terminal”, “nodo no ramificado” y “nodo ramificado”, respectivamente, y los

puntos suspensivos representan disyunciones que recorren todas las reglas de
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inferencia con un secuente superior en el primer caso y con dos secuentes su-
periores en el segundo. Por ejemplo, los segundos puntos suspensivos son la
disyuncion:

Va < D, Corte(Ds~ (o), Ds— 1y, Ds, ) V

\/0(6 <D, DiSI(DsA<O>7 Dsﬁ(l)aDsa Q, B)»
donde Disl es la regla izquierda del disyuntor, definida de forma obvia.

Definimos Dmys;, D modificando la definicién de Dmap en el punto en que
aparece la regla de induccién, anadiendo la exigencia de que la féormula de in-
duccion sea X,.

Si en la definicion de Dmap D 0 Dmyy, D anadimos Sec(S) y Ag = S
obtenemos las férmulas

D D

F S, F S,

AP IS,
que expresan que D es una demostracion del secuente S en AP o IX,,, respecti-
vamente.

Si D es una demostracion en AP (o en I¥,) de un secuente S, podemos
codificarla como una asignaciéon de secuentes a los nodos de un arbol binario
finito.!! Los convenios que estamos utilizando nos permiten codificar dicha
asignacién como un nimero natural, cuyo numeral D' cumple

ol ol
NE F S, o) NFE F S,
AP X,

respectivamente, con lo que dicha sentencia es demostrable en ARP. Finalmente,
podemos definir

D D
FS=VDES FS=VDFE S
AP v AP’ IS, v s,
que son claramente formulas de tipo X1, pero, asi como todas las formulas que

hemos definido hasta aqui eran trivialmente A, no sucede asi en este caso.

Para cada o € Form(' £, '), podemos definir

Fa=F(9=1{a}), Foa=F(@={a
Lash@={a), fa=l(@={a})
y podemos probar (en ARP) que estas formulas son equivalentes a las formulas
analogas definidas en términos de cualquier calculo deductivo “a la Hilbert”, for-
malizando para ello un procedimiento explicito para obtener una demostraciéon
secuencial de v a partir de una no secuencial y viceversa.!?

1 Dicho arbol sera tinico si adoptamos, por ejemplo, el convenio, irrelevante en la practica,
de que los nodos no ramificados se prolongan siempre con un 0 y no con un 1.

128i consideramos dos conceptos distintos de lenguaje formal, por ejemplo, uno en el que
los signos primitivos sean =, — y /\ y otro en el que sean =, V y V, ademas hay que forma-
lizar un criterio para transformar una férmula de un lenguaje formal en otra semanticamente
equivalente del otro.
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La formalizacién del teorema de eliminacién de cortes libres En los
apartados anteriores hemos visto como es posible ir formalizando paulatina-
mente en ARP todos los conceptos del calculo secuencial. S6lo hemos conside-
rado los mas béasicos, pero el lector deberia convencerse de que no hay ningin
impedimento tedrico para formalizar en ARP toda la parte sintactica del calculo
secuencial (es decir, excluyendo los resultados que involucran modelos, como el
teorema de completitud seméntica). En particular, podemos formalizar la de-
mostracion del teorema de eliminaciéon de cortes libres y su consecuencia, el
teorema 3.21.

Por ejemplo, la demostracion del teorema de eliminaciéon de cortes libres
no es mas que la descripcién de un proceso del que no hemos dado todos los
detalles por no perdernos en precisiones farragosas, pero que, debidamente de-
tallado, podria expresarse como un programa de ordenador que, dandole como
entrada cualquier demostraciéon en las condiciones del teorema, nos calcularia
una demostracion del mismo secuente final sin cortes libres. Formalizar en ARP
la demostracion del teorema de eliminacion de cortes libres no es ni mas ni me-
nos complicado que escribir detalladamente un algoritmo que pueda entender
un ordenador para eliminar cortes libres (y justificar que el algoritmo realmente
cumple su objetivo para cualquier demostracion dada).

El hecho de que todo el proceso sea calculable en la practica se traduce en que
todos los objetos involucrados pueden formalizarse mediante funtores adecuados
que los calculan, y en que todas las formulas consideradas sean de tipo Ag. Esto
a su vez nos asegura que podemos probar la existencia de todos los objetos que
necesitamos considerar (pues el axioma de especificacién estd restringido en
ARP a formulas Ag) y que podemos llevar a cabo todo argumento inductivo
necesario (pues la induccion también esta restringida a formulas Ag).

En suma, lo que sucede es que las limitaciones logicas que impone ARP
(como la restriccion de la induccion a formulas Ag, etc.) estan pensadas para
excluir toda forma de razonamiento no constructivo, pero no oponen resistencia
alguna a los razonamientos finitistas constructivos.'3

Maés precisamente, una vez constatamos que s6lo necesitamos trabajar con
términos definibles en ARP y con férmulas Ag, nos encontramos con que ARP
pone a nuestra disposicion toda la potencia de la teoria de conjuntos de Zermelo
sin el axioma de infinitud (incluso con el axioma de eleccion, si queremos, aunque
éste es trivial en nuestro contexto, ya que s6lo estamos tratando con ntmeros
naturales), y esto es garantia suficiente de que cualquier argumento finitista que
maneje tales conceptos es formalizable.'

13Se puede objetar que el calculo secuencial maneja conjuntos infinitos, como el conjunto
de todas las variables, o el de todas las féormulas, etc., pero estos “conjuntos” pueden tratarse
en todo momento como propiedades posibles de objetos finitos determinadas por férmulas, de
modo que nunca necesitamos operar con el conjunto de todas las formulas, sino Gnicamente
distinguir los nimeros naturales que son férmulas de los que no lo son, y esto se consigue con
la formula € Form ("L, ).

14E] axioma de reemplazo de ZFC solo se necesita para definir ordinales y justificar la
recursion transfinita, nada de lo cual es relevante en nuestro contexto. De todos modos,
recordemos que en ARP se cumple el teorema 4.28, que es una version “efectiva” del axioma
de reemplazo, en la que se garantiza que podemos reemplazar cada u € y por otro nimero
t(u) dado por un término, y esta forma de determinarlo (en lugar de mediante una féormula
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Por ello, lo tinico relevante de toda la formalizaciéon del calculo secuencial
que hemos venido exponiendo es el hecho de que hemos podido definir todos
los conceptos mediante funtores y formulas Ag. Que esto basta para forma-
lizar todos los resultados relacionados con tales conceptos es poco menos que
inmediato.

Vamos a dedicar el resto de esta seccidén a mostrar que los conceptos mas rele-
vantes que hacen falta para demostrar el teorema de eliminacion de cortes libres
(como el concepto de corte libre, sin ir mas lejos) también se pueden formalizar
mediante funtores y féormulas Ag, con lo cual el lector deberia convencerse de
que, como estamos indicando, este teorema es formalizable en ARP.

Aqui nos encontramos con una pequena dificultad, consistente en que en
la exposicion informal del argumento hemos omitido muchos detalles técnicos
irrelevantes a la hora de convencernos de que, en efecto, los cortes libres son
eliminables, pero que hay que tener en cuenta a la hora de justificar que la
prueba es formalizable respetando las restricciones que impone ARP.

Por ejemplo, a menudo hemos asociado conceptos a férmulas o secuentes
que, en sentido estricto, no dependen tUnicamente de la férmula o de secuente
considerado, sino de su posicién en una demostracion prefijada. Para precisar
este hecho introducimos el concepto de féormula situada en una demostracién:

fspo = Vsia <o(oc = (s,i,a) As€ DD Ai € {0,1} A a € (Dy);)

En otras palabras, una férmula situada en una demostracion D es una terna
formada por un nodo del dominio de D, un indice i € {0, 1} que hace referencia
al antecedente o al consecuente del secuente Dy y una féormula o perteneciente
a dicho antecedente o consecuente. El conjunto FS(D) de todas las formulas
situadas de D puede especificarse como subconjunto de A x {0,1} x F(D).

La relacion de posicion en FS(D) es la relacion de orden parcial dada por
o <o =0,0 € FS(D) A Vsia < o\s'a' <o'(0 = (s,i,a) A

o' =i,y NsC s ANs#S),
que significa que o’ esta situada sobre o en el arbol de secuentes.

Ahora podemos definir la funcion fp : DD — PFS(D) que a cada nodo s le
asigna el conjunto fp(s) de formulas principales del secuente D;. Convenimos en
que se trata del conjunto vacio si Dy es un secuente inicial de la demostracion
y si es el secuente inferior de una regla de corte. En los deméas casos, fp(s)
consta de una tnica féormula salvo si D es el secuente inferior de una regla de
induccién, en cuyo caso hay dos féormulas principales.

Similarmente podemos definir fa : DD — PFS(D) que a cada nodo s le
asigna el conjunto de féormulas auxiliares de la regla cuyo secuente inferior es
D, entendiendo que dicho conjunto es vacio en el caso en que D, es un secuente
inicial o el secuente inferior de una regla de debilitacion.

¢(u,v)), garantiza que sabemos como construir ¢(u) a partir de u.
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Definimos también la relacion “ser un descendiente directo inmediato”
o <qai 0 = 0,0 € FS(D) A Vsia < o\/s'i'a’ < o'(0 = (s,i,a) A
o = (1 dYNsTS AU ) =L(s)+1ANi=i Na=d).
a partir de la cual podemos definir la relacion “ser un descendiente directo”
0<aa o' =\Vn<DVfeFS(D)"(n>0Af(0)=a A fln—1)=0"A

Ni<n f(i) <aa f(i +1)).

Con estos ingredientes ya es pura rutina formalizar la definicion de pro-
fundidad mediante una aplicacion p : FS(D) — N. Para tener en cuenta la
posibilidad de que la profundidad tome el valor —oo podemos convenir en que
p(o) = 0 significa que la profundidad es —oo, mientras que p(c) = 1 significa
que la profundidad es 0, etc. Asi, al formalizar, por ejemplo, el apartado 4) de
la definicién, es decir, que la profundidad de la férmula principal de una regla
de inferencia logica es una unidad mayor que el maximo de las profundidades
de las formulas auxiliares de la regla, hay que modificar esto estableciendo que
es una unidad mayor si dicho maximo es distinto de 0 y es 0 en caso contrario.

Si D es una demostracion y A = D, podemos partir A en trece subconjuntos
disjuntos,

AXI(D), Axi(D), Axp(D), Debi(D), Debd(D), Cor(D), Ni(D),
Nd(D), Disi(D), Disd(D), Pi(D), Pd(D), Ind(D),

cada uno de los cuales contiene a un nodo s segun si el secuente Dy es un axioma
l6gico, un axioma del igualador, un axioma propio, el secuente inferior de una
regla de debilitacién izquierda, etc.

Si s € Cor(D), el conjunto fa(s) de sus formulas auxiliares tiene exactamente
dos elementos (las dos férmulas de corte), en términos de los cuales podemos
definir la funciéon p : Cor(D) — N que asigna a cada corte su profundidad, lo
que a su vez permite definir los cortes libres, etc.

Similarmente podemos formalizar todos los conceptos sintacticos necesarios
para describir las demostraciones. Por ejemplo, podemos definir la funcion

vp : Pi(D) UInd(D) —> Var(' £, )

que a cada regla del particularizador izquierda o de induccién le asigna su va-
riable propia, etc.

Aunque seguir la prueba del teorema de eliminaciéon de cortes libres paso
por paso justificando que todos los conceptos involucrados se pueden formalizar
en ARP seria laboriosisimo, los ejemplos que hemos dado sobre la forma en
que podemos proceder en la préctica, junto con los argumentos generales que
muestran que no cabe esperar ningin inconveniente tebrico a que el proceso
de formalizacion pueda completarse sin dificultad, deberian bastar para que el
lector se convenciera de que es pura rutina obtener una demostraciéon en ARP
de dicho teorema, asi como del teorema 3.21, cuya version formalizada es la
siguiente:
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Teorema 5.13 La sentencia siguiente es un teorema de ARP:

AnAa € Z"(Ilz_,, a— \/D(Ig (@ = {a}) N F(D) CX,)).

n

Observemos que en el enunciado de este teorema aparece la férmula - «,
=

n

que es X1, pero no Ag. No obstante, de esta hipotesis se deduce inmediatamente
que existe una demostraciéon D* tal que

*

£ @={a)
y el resto de la prueba consiste en obtener a partir de D* otra demostracién D
que cumpla ademés la condicion F'(D) C ¥,. Una vez fijada D*, todos los
conceptos involucrados en la prueba se formalizan mediante funtores y férmu-
las Ag, y por ello la prueba es ciertamente formalizable en ARP. En la seccion
siguiente extraeremos una consecuencia notable de este resultado.

5.5 La reflexividad de AP

Ahora estamos en condiciones de probar un resultado que podria parecer
elemental, pero que no lo es:

Teorema 5.14 Si n es un numero natural y « es una sentencia de clase ¥,
en L4, entonces
(F Ta'—= a).
I¥nt1 s,
DEMOSTRACION: Podemos entender la hipotesis del teorema en el sentido
débil de que « es una sentencia equivalente en IX,, a una sentencia o de clase
¥, en sentido estricto. En efecto, tenemos que Ilz_ (o + ), luego

Nk '?lz_;'(ra—l + Tag ),
pero la féormula a la derecha de F es una sentencia Ag de Layp, luego el teo-
rema 5.6 nos da que F F ("a' v Tag)).
ARP g7
Por lo tanto, si en I¥,, 11 suponemos F o', de ahi deducimos F "ap'ysia
s, s,

partir de aqui (supuesto que el teorema sea cierto para sentencias 3, en sentido
estricto) podemos demostrar g, a su vez de ag concluimos «, y el teorema
queda probado bajo la forma débil de la hipotesis.

Equivalentemente, no perdemos generalidad si suponemos que « es ¥, en
sentido estricto (no meramente equivalente a una féormula %,,).

Segun el teorema 5.13, a partir de IIZ— ol

n

en ARP, luego en particular en
13,41, puede probarse que 1; (@ = {"a'}) mediante una demostracion D cuyos

secuentes contienen unicamente férmulas de £, de tipo X,, (en sentido estricto).
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En [LM 8.32] definimos las formulas N Fx d[v] y N Frp, d[v] de tipos %,
y II,, respectivamente, que tienen sentido cuando § es una férmula de tipo'®
exactamente X,, o II,, y que satisfacen el teorema [LM 8.33]. Un poco mas en
general, podemos considerar la formula!® ¥,

NES o0fv] = (0 €Xo ANFEg, 0[v]) vV (6 € £y ANFEg, §[v]) Vv
(0elly ANF, 0[v) V-V (6 €X,-1 ANEx | d[v]) V
(5 ell,_1 AN ':anl (5[1}}) \Y ((5 e¥, AN ':En 6[U])

Sea X el conjunto (finito) de las variables que aparecen en las formulas de
la demostracion D. Definimos

#(s) = Nv(v: X — Var(I—La—l) —

Vv € (Ds)o "NFE, vl v Vi € (D)INES, 6v)),

que es una formula ¥, 1. Sea A = DD. Finalmente consideramos la féormula
Am/As € A(rang(s) = m — ¢(s)).

La parte tras Am es claramente de tipo 3,1, luego podemos probar la
formula por inducciéon en I¥,, 1. Esto significa demostrar que el secuente D
es verdadero supuesto que lo sean todos los secuentes situados por encima en la
demostracion. A su vez, esto se reduce a comprobar que todos los axiomas son
verdaderos y que todas las reglas de inferencia transforman secuentes verdaderos
en secuentes verdaderos. En suma, se trata de formalizar en IX,, la correccion
del calculo secuencial.

Mostraremos tunicamente algunos casos representativos de todos los casos
que habria que considerar. Por ejemplo, consideremos un axioma de la forma

S=({s=t}={9s=St}).
Se trata de comprobar que, fijada una valoracion v, se cumple
- FEp (s=1t)[v] V o (Ss = St)[v],

que a su vez, aplicando las definiciones correspondientes (véase [LM 8.28]), se
reduce a

Dn(s,v) = Dn(t,v) — Dn(s,v) + 1 = Dn(t,v) + 1,

lo cual se cumple trivialmente. La comprobaciéon de los demés axiomas es simi-
lar.

15Una ligera modificacion del enunciado y la prueba del teorema [LM 8.30] hace que estas
formulas tengan sentido considerando la definicion de formula Ag que hemos adoptado en el
capitulo anterior.

16Notemos que aqui 7 no es una variable de £, sino un niimero natural metamatematico.
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Veamos ahora la validez de la regla izquierda del disyuntor, es decir, partimos
de dos secuentes de la forma

S1=({ejul'=4) vy S=({stul=A4)

¥y, suponiéndolos verdaderos, hay que probar que lo es S = ({a VvV S} UT = A).

Notemos que, como la demostracion D consta exclusivamente de féormulas
>, en sentido estricto, podemos suponer que «, 8y a V 8 son X, en sentido
estricto, lo cual sélo es posible si de hecho son de tipo Ag. Asi pues, la hipotesis
es que, para toda valoracion v,

-NEgafv] VVye-NEy A[v] vV Ve ANES 6]

-N &g B[v] VVye-NEy ~[v] vV Ve ANFEs §[v]

y queremos probar que, para toda valoracion v,
“NEg (aV B)v] v VyeTl-NEs vl vVee ANE, 6]

Fijada una valoraciéon v, suponemos que no se cumplen los dos dltimos casos
de la conclusion, con lo que las hipétesis nos dan que =N Fg a[v] A =N Fq =6[v],
pero esto equivale a =N Fq (a V 8)[v], con lo que se da el primer caso.

Las demés reglas de inferencia se comprueban de modo similar. Mostra-
remos, de todos modos, la validez de la regla de induccién. Tenemos como
hipétesis la validez de un secuente

So = ({a}UT = AU{s¥a}),

donde la variable y no aparece libre en ninguna férmula de I' 0 A, y tenemos
que probar la validez de

— (fq0 t
S=({syaful'= Au{s,a}).
La hipotesis es que, para toda valoraciéon v,
Vyel-NEy ] VVée ANE, v vV -NEs o] VNES Sfyoz[v]
y tenemos que probar, para toda valoracion v, que
VyeT-NE; o] vVée ANEy 6[v] V-NES, Shalv] VNES sl

Para ello fijamos una valoraciéon v y suponemos que no se dan los tres primeros
casos de la conclusion. En particular suponemos N k3, 8Yafv]. Para cada
natural a, consideramos la valoracién vy que difiere de v a lo sumo en que
asigna a la variable y el valor a. Como y no esta libre en las formulas de I' 'y A,
tenemos que tampoco se cumple

-NE ’V[UZ] vVieAN F, 5[1);],
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luego tiene que cumplirse
-NEg, afvy] VNES Sgya[vZ]
0, lo que es lo mismo,

NEg, a[v;j] — NF§, Sfyoz[v;].

7

Pero una comprobacion rutinaria'” muestra que esto equivale a

NFEg, a[vZ] — NF§, a[vg+1],

y por el mismo argumento tenemos también N 5, | a[vg]. Ahora, por ¥,,-induc-
ci6én podemos concluir que

Na N F, a[vZ],
y si aplicamos esto tomando a = Dn(t, v), obtenemos N Fy; S;a[v], como habia
que probar.

Asi, una vez comprobados todos los axiomas y todas las reglas de inferencia,
podemos concluir que As € A¢(s). En particular, lo aplicamos a s = @ y
concluimos N Fy. "o (y no hace falta especificar ninguna valoraciéon porque "o
es una sentencia), y por tltimo el teorema [LM 8.33] nos permite concluir a.

u

Si aplicamos el teorema precedente a la sentencia 0 % 0 obtenemos que

F(F.0#£0" 5 0#£0),

Ent1 s,

pero la hipotesis de la implicacion es — Consis I—IZn—I, es decir, la férmula que se
interpreta como que 13, es contradictorio, luego:

Teorema 5.15 Para cada nimero natural n se cumple

. Iy A
F  Consis I1X, .
X

En particular, en AP se demuestra la consistencia de todas las teorias I13,,.
Mas en general:

Teorema 5.16 (Teorema de reflexion) SiIT' es cualquier conjunto finito con-
sistente de sentencias demostrables en AP, entonces AFP Consis T,

DEMOSTRACION: Como cada sentencia de I' es demostrable en I3, para un
n suficientemente grande, podemos tomar un mismo n que valga para todas las
sentencias de I'. Es claro entonces que

. I3 il P
:P Consis I¥, — Consis T'".

y basta aplicar el teorema anterior. L]

17Se trata de formalizar para N E* el teorema 2.7. Ello supone demostrarlo primero para
N Fo, de ahi generalizarlo a N Fy, y N Fp,, y de ahi a N lz’én, Los argumentos son todos
elementales.
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Ahora podemos dar una prueba alternativa, puramente sintactica, del teo-
rema [LM 9.26]:

Teorema 5.17 Ninguna extension consistente de AP es finitamente axiomati-
zable.

DEMOSTRACION: Observemos que un conjunto finito de axiomas puede re-
ducirse a un tnico axioma formando su conjuncién. Se trata de probar que si
una sentencia v de £, implica todos los axiomas de AP entonces es contradic-
toria. Pongamos que la sentencia es ¥,,. Vamos a probar que v + Consis™y', lo
cual, por el segundo teorema de incompletitud, implica que y es contradictoria.

Suponemos, pues vy v, por redllmcién al absurdo,r suponemos — Consis"™v', es
decir, suponemos que "y'F 0 # 0 . Esto implica - ~v — 0 £ 0y, en particular,
’_I—1 r’y —0# 0'. Por el teorema 5.14, en I¥, 11, luego en particular a partir
1=

de 7y, podemos concluir v — 0 # 0 y, de nuevo porque estamos suponiendo ,
obtenemos que 0 # 0. Esta contradiccion prueba Consis™y'. L]

Nota Hay un argumento méas directo para probar que AP no es finitamente
axiomatizable: si lo fuera, todos sus axiomas (luego todos sus teoremas) serian
teoremas de IX,,, para un n suficientemente grande, pero entonces tendriamos
que

I; Consis I—IEJ,

y el teorema de incompletitud nos darfa que IX,, es contradictorio. m






Capitulo VI

Ordinales

La teoria de conjuntos permite definir los ordinales, que son una generaliza-
cion de los nimeros naturales capaces de “contar” cualquier conjunto, aunque
sea infinito, cualquiera que sea su cardinal. Los primeros ordinales son los ni-
meros naturales, 0,1,2,3,..., tras los cuales viene el menor ordinal infinito, w,
seguido de w+1,w+2, -, w+w = w-2,... Se define una suma, un producto y
una exponenciacion de ordinales, de modo que en particular estan definidos los
ordinales

w w

w<w <w <w? <

el supremo de todos estos ordinales se llama ¢y, y es el menor ordinal que
no puede expresarse en términos de nimeros naturales y w mediante sumas,
productos o potencias. En este capitulo veremos que los ordinales menores
que €g pueden definirse en la aritmética de Peano, de modo que es posible
razonar con ellos en términos finitistas independientes de los axiomas (o de
cualquier posible modelo) de la teoria de conjuntos. Previamente, en la primera
seccion plantearemos un problema que resolveremos posteriormente empleando
ordinales.

6.1 Heércules y la Hidra I

La figura muestra una hidra. Es simplemente
un arbol con una raiz (en la figura marcada con \ /

un 0), de la que sale un namero finito de ramas, B

zar una cierta altura finita. Los nodos terminales s 2 !

de los que no salen mas ramas son las cabezas de \ ‘ /
0

de cada una de las cuales sale a su vez un ntimero
finito de ramas, y asi sucesivamente, hasta alcan-
la hidra. La de la figura tiene cinco cabezas, con
los ntimeros 2, 5, 6, 7, 8. Las aristas que terminan

en cabezas son los cuellos de la hidra.

191



192 Capitulo 6. Ordinales

Hay que entender que hemos numerado los nodos simplemente para facilitar
las referencias, pero la numeracion no forma parte de la hidra. Si renumeramos
los nodos seguiremos teniendo la misma hidra.

dra, para lo cual tiene que cortarle todas sus ca-

bezas. Pongamos que en un primer asalto decide

cortar la cabeza ntmero 5 (con su cuello corres-

pondiente). Nos fijamos entonces en la rama de . s ) .

la que salia el cuello amputado, que es la que une

los nodos 0 y 1. La Hidra es capaz de generar una \\ //

copia de dicha rama con todo lo que tiene por en- 0

cima de ella, y el resultado es el que muestra la

segunda figura. La copia de la arista 0 — 1 es la

arista 0 — 9. Ahora la Hidra tiene 6 cabezas. \ / ‘ ‘ ‘
Pongamos que, en el segundo asalto, Hércules ¢

decide cortar la cabeza numero 7. Entonces, la ‘ ‘ \ ‘ /

Hidra produce, no una copia, sino dos copias de o 3 2 !

la arista 1 — 4, que son las nuevas aristas 1 — 13 y \\ //

1 — 15. Ahora la Hidra tiene 7 cabezas. Si en el 0

tercer asalto Hércules corta la cabeza ntimero 8, la Hidra genera tres copias de

la arists 1 —4 y si, en el cuarto asalto corta la cabeza nimero 4, la Hidra genera

cuatro copias de la arista 0 — 1. El resultado tras este cuarto asalto es el que
vemos en la figura siguiente:

A Hércules le han encargado que mate a la Hi- 12\ /11 8\ /7

48 46 40 38 32 30 24 22 12 1 16 14

\

51 50 49 47 45 43 42 41 39 37 35 34 33 31 29 27 26 25 23 21 10 6 19 18 17 15 13

W T
T\ =

En el tercer asalto, la arista 1 — 4 gener6 los cuellos de las cabezas 17, 18 y
19, mientras que en el cuarto asalto la arista 0 — 1 ha generado las cuatro aristas
0—20,0—28,0—36y 0—44. Ahora la Hidra tiene 29 cabezas.

Es importante senalar que si Hércules corta una cabeza que sale directamente
de la raiz de la Hidra, entonces no se produce regeneraciéon alguna. Por ejemplo,
si en el quinto asalto Hércules corta la cabeza niumero 2, la Hidra no sufrird méas
cambio que la amputacion de dicha cabeza.

En este punto surge la pregunta de si Hércules lograra matar a la Hidra (es
decir, dejarla reducida a su raiz) tras un ntumero finito de pasos. Naturalmente,
esto puede depender de la Hidra concreta contra la que se enfrente.
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Por ejemplo, si consideramos una “Hidra-bebé” cuyas cabezas salgan todas
de su raiz, como éstas no tienen capacidad de regeneraciéon, Hércules puede
cortarlas todas una a una y la Hidra acaba muerta al cabo de tantos pasos
como cabezas tenga.

Un caso menos trivial, pero sencillo, es la hidra que muestra la figura si-
guiente a la izquierda, con dos cabezas de altura 2.

N/ |
N N\

Vemos que al tercer asalto ha quedado reducida a una hidra-bebé, que tras
el décimo asalto estara muerta.

5 2

2

La cuestién es si Hércules tiene opciones de matar en un ntmero finito de
pasos a cualquier hidra contra la que se enfrente, o si, por el contrario, existe
alguna hidra capaz de mantenerse viva indefinidamente a lo largo de cualquier
combate.

En principio, esto puede depender de la estrategia que siga Hércules en la
eleccién de la cabeza que corta en cada asalto. Por ejemplo, vamos a considerar
la estrategia siguiente:

En cada asalto, se corta una cabeza de altura mdxima.

Si aplicamos esta estrategia a la Hidra que hemos mostrado al principio de
esta seccion, los primeros combates producen el efecto siguiente:

7
10 7 |

‘ ‘ 6 12 1 9 5 4 6 15 14 13 12 11 9 5 4
VAR !

NN N/

47 46 45 44 43 42 41 39 38 37 36 35 34 33 31 30 29 28 27 26 25 23 22 21 20 1918 17 6 1413 1211 9 5 4

W

40 32 4 6 3 2.1

0
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La Hidra inicial tenia 5 cabezas. En el primer asalto Hércules corta la cabeza
ntimero 8, y la Hidra se mantiene en 5 cabezas. En el segundo asalto le corta
la cabeza ntimero 10, y la Hidra pasa a tener 7 cabezas. En el tercer asalto le
corta la cabeza ntmero 7 y la Hidra pasa a tener 10 cabezas. La siguiente es
la cabeza ntmero 15, y la Hidra pasa a tener 37 cabezas. La tabla siguiente
muestra el ntimero de cabezas de la Hidra tras los 10 primeros asaltos:

Asalto 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cabezas 5 5 7 10 37 66 101 142 189 242 291

Tras el milésimo asalto, el niimero de cabezas es de 2002251. No parece
razonable apostar por Hércules y, sin embargo, con una pequena precision que
hemos estado teniendo en cuenta tacitamente, podemos probar facilmente que
la estrategia es ganadora: si Hércules la sigue, matara en un ntmero finito de
pasos a cualquier hidra a la que se enfrente.

Para introducir la precisiéon a la que acabamos de hacer referencia, diremos
que dos cabezas de la Hidra son hermanas si sus cuellos nacen del mismo nodo.
Por ejemplo, la Hidra inicial tiene dos cabezas hermanas de altura maxima 3,
mientras que, tras el tercer asalto, tiene 8 cabezas hermanas de altura maxima 2
y otra mas sin hermanas. La estrategia precisada es:

En cada asalto se corta una cabeza de altura mdzima que tenga el
mayor numero posible de hermanas.

Vamos a demostrar que, si Hércules sigue esta estrategia, tiene la victoria
asegurada ante cualquier hidra.

Para ello asociemos tres nimeros (h,m, s) a la Hidra en un instante dado,
donde h es su altura, m es el maximo niimero de cabezas hermanas de altura
h v s es el numero de estos grupos. Por ejemplo, nuestra hidra inicial tiene
(h,m,s) = (3,2,1).

Si en el asalto n-simo cortamos cualquier cabeza de un grupo con el mayor
nimero posible de cabezas hermanas, éste deja de tener m cabezas y pasa a
tener m — 1. Por otra parte, la Hidra genera n nuevos grupos de m — 1 cabezas
hermanas, por lo que el namero de grupos de m cabezas hermanas ha pasado
de s a s — 1. Asi pues, la nueva terna es (h,m,s — 1).

Tras s asaltos ya no quedarédn grupos de m cabezas hermanas, luego este
maximo pasara a ser m — 1, es decir, la terna ha pasado a ser (h,m — 1,s),
donde ahora s es el numero de grupos de m — 1 cabezas hermanas.

En nuestro ejemplo vemos que el primer asalto se traduce en el cambio
(3,2,1) — (3,1,2), pues la hidra pasa a tener dos grupos de cabezas de altura 3
sin hermanas. Al continuar el combate obtenemos:

(3,2,1) = (3,1,2) = (3,1,1) = (2,8,1) — (2,7,5) — (2,7,4)
= (2,7,3) =~ (2,7,2) = (2,7,1) — (2,6,40) — - - -

En general, en cada asalto s se reduce una unidad y, cuando llega a 0, es
m el que se reduce una unidad y s asciende a un valor arbitrario, desde el que
empieza a descender.
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Tras un namero finito de pasos, m llegara a 1, lo que significa que ninguna
cabeza de altura méxima tendra hermanas. Cuando se corta una cabeza de
altura h sin hermanas, la Hidra genera muchas cabezas de altura h — 1, luego
cuando Hércules corta todas estas cabezas de altura h, la Hidra pasa a tener
altura h — 1. En otras palabras: después de una terna (h, 1, 1) se pasa a otra de
la forma (h—1,m, s), donde m es ahora el ntumero méaximo de cabezas hermanas
de altura h — 1 y s el nimero de estos grupos.

Tras un ndmero finito de asaltos llegaremos a una terna (1,m,1), lo que
significa que la Hidra tendré altura h = 1 y constara de un tnico grupo de m
cabezas hermanas, es decir, se habra convertido en una hidra-bebé, que morira
tras m asaltos adicionales.

En resumen, la terna (h,m,s) se comporta como un crondémetro en cuenta
atras: cuando los segundos llegan a 0, se reduce un minuto y s sube (no hasta 60,
como en un reloj auténtico, sino hasta un nimero determinado por la Hidra),
y cuando los minutos llegan a 0 las horas se reducen en una unidad. Asi pues,
este “reloj” mide el tiempo de vida —necesariamente finito— que le queda a la
Hidra.

No es dificil calcular cuantos asaltos resistira la Hidra que hemos tomado
como ejemplo ante una batalla en la que Hércules siga la estrategia que estamos
considerando, pero mas adelante estaremos en mejores condiciones de hacer las
cuentas. Anticipamos el resultado: la Hidra morira tras

989053 388 168 938 379 565 429 552 367 644 648 402 300 582
379429351 736 318 357 588 790 729 278 822 309 452 445 327
asaltos. Si Hércules pudiera cortar 100 cabezas por segundo, tardaria aproxi-
madamente 3.13 - 1080 afios en matar a la Hidra.

Otra cuestion que nos podemos plantear es qué sucede si Hércules no sigue
una estrategia adecuada. ;Puede ocurrir entonces que el namero de cabezas de
la Hidra tienda a infinito o, al menos, que no descienda nunca hasta cero?

Un caso particular de esta pregunta consiste en plantearse qué sucede si
Hércules sigue la estrategia diametralmente opuesta a la que hemos considerado:

En cada asalto se corta una cabeza de altura minima que tenga el
menor numero posible de hermanas.

Veremos que, aunque parezca que no hay nada maés facil que el que un
combate contra la Hidra quede fuera de control y el nimero de cabezas tienda
irremisiblemente a infinito, lo cierto es que no es asi: la Hidra muere tras un
numero finito de pasos en cualquier combate, sin que importe el orden en que
se van cortando sus cabezas (a lo sumo, el orden hara que el combate conste
de méas o menos asaltos, pero siempre terminara con la Hidra completamente
decapitada).

Para probar que esto es asi utilizaremos ordinales. En principio nos servirian
los ordinales tal cual se definen en teoria de conjuntos, pero aprovechamos este
punto para mostrar como (los ordinales menores que ¢p) pueden introducirse
aritméticamente.
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6.2 Ordinales en la aritmética

Trabajamos en la aritmética recursiva primitiva ARP, donde consideramos
el funtor definido como sigue:

F£(0) = 0,
Fx(n+1) = {z<(n,n)|VaB<n(z={apf) A}
donde los puntos suspensivos son la conjuncion de las formulas siguientes:
L Aij < l(a)(i <j— (aj,i) € F<(n)),
2. Nig < U(B)(i < j— (Bj, Bi) € F<(n)),
3. aC BV Vi<la)i <lB)Nal;=Bli Aai # Bi A, Bi) € F<(n)).

Definimos
a=xpB=(a,p)eFz(a+p+1).

Vamos a analizar esta definicion. En primer lugar observamos que
a<nAB<n— ({apf) e Fi(n) < (a,B) € F<x(n+1)).

En efecto, razonamos por induccién sobre n. Para n = 0 es trivial, y si vale
parany «, 8 < n+1, entonces, para cada i < £(«), se cumple que o; < a < n+1,
luego a; < n, e igualmente 5; < n, luego, por hipodtesis de induccion,

(aj, i) € F<(n) ¢ (o), 04) € Fx(n +1),
(Bj, Bi) € F<(n) <> (B;, Bi) € Fx(n+1),
<C¥i,ﬁi> c Fj(n) <~ <O[i7ﬁi> c Fj(?’L"‘ ].)7
de donde, sin més que comparar las definiciones, vemos que
(a,8) € Fx(n+1) ¢ (o, B) € F<(n+2).
A su vez, una induccion trivial nos da ahora que
a<nAB<nAn<m— (o) € F<(n) < (o, ) € F<(m)).

Asi pues, teniendo en cuenta que en {(«, 3) € F<(n) el valor de n es irrelevante
con tal de que @ < ny 8 < n, obtenemos la caracterizacién recurrente siguiente
de la relacion <:

a =X B e Nij <la)(i <j—a; 2a) ANij <UB)(i < j— B = Bi) A
aC AV Vi<l)(i <B)Aali=PBli Ao < Bi),
donde hemos usado la notacion z <y = (x Sy A x # y).

Equivalentemente, o <  significa que « y [ son sucesiones finitas decre-
cientes respecto de =< y, o bien [ extiende a «, o bien el primer indice ¢ en el
cual difieren cumple que a; < 5.
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Llamaremos ordinales (menores que €) a los nimeros naturales que cumplen
aceF=a<Xa.
Explicitamente, teniendo en cuenta que siempre se cumple o C «, tenemos
a€E<—>/\ij<£(a)(i§j—>aj = ).
En particular, ahora es inmediato que
axf—-acFEANPEE,
de modo que la relacion < so6lo esta definida sobre ordinales. Méas atn,
aceE— Ni</lla)a €FE,

pues ciertamente se cumple a; = «;. En definitiva, concluimos que los ordinales
satisfacen la siguiente definicién recurrente:

Un ordinal es una sucesion finita de ordinales decreciente respecto
de la relacion <.

En realidad, para que podamos hablar de sucesiones decrecientes tenemos
que comprobar que = es una relacion de orden. Nos ocupamos de ello inmedia-
tamente:

Teorema 6.1 (ARP) La relacidn < es una relacion de orden total en E, es
decir:

1. Na€ Ea < a,

2. NaBeE(@a=2BAB=a—a=p),

8. NaByeE(@=2BAB2y—=a=y),

4. /\aﬂeE(ajﬂ\/ﬂja).

DEMOSTRACION: 1) La reflexividad es inmediata.

2) Supongamos que existe un par (o, 8) que incumple la propiedad 2, de
modo que a X B A 8 = a, pero a # 3. En tal caso podemos tomar un par tal
que méax{a, 8} tome el menor valor posible.

Si existe un ¢ < £(a), i < £(8) de modo que «|; = B|; y oy # B, entonces de
a = [ deducimos que «; < 5; y de 8 = a deducimos que B; < «;, pero como
méx{a;, f;} < méx{a, 5}, la minimalidad de este maximo implica a; = §;, con
lo que tenemos una contradiccion.

Por consiguiente, de o < 3 se deduce o C Sy de 8 < «a se deduce § C «, de
donde o = 8 y tenemos igualmente una contradiccion.

4) Como en el caso anterior, si existe un par («, ) que no cumpla la propie-
dad 4, podemos tomar uno tal que méx{«, 5} tome el menor valor posible.



198 Capitulo 6. Ordinales

Estamos suponiendo @ < o A 8 =X . Sise cumple « & S0 5 C « es
inmediato que se cumple o < 8V 8 < . En caso contrario existe un i < {(«),
i < £(B) tal que a|; = B, pero a; # B;. Como méax{«;, B;} < max{q, S}, la
minimalidad de este maximo implica que «; < 5; V 8; =X «;, luego de hecho
a; =< B V Bi < «;, v esto implica o« X 8V 8 =< «, con lo que tenemos una
contradiccion.

3) La transitividad es la propiedad méas laboriosa de justificar, porque hay
que distinguir muchos casos, pero el razonamiento no ofrece ninguna dificul-
tad. Partimos de un posible contraejemplo con el menor valor posible para
méx{«, 5,7} y se llega a una contradiccion como en los apartados precedentes.

| |

Ahora es facil poner ejemplos de ordinales. En general, si

04:<7]0»-~-777n—1> EEa

definimos o’ como la sucesion que resulta de prolongar « con un 0, es decir:

O/ = <n0a"'777n71a0> .

El teorema siguiente afirma que 0 es el minimo ordinal y que, para todo
ordinal o, se cumple que o’ es el menor ordinal mayor que a:

Teorema 6.2 (ARP) Se cumple:
1.0e EANaeEO=a.
2. Na€ E(o/ € EAa<d).
3. NapeEla<p—a =<p).

DEMOSTRACION: 1) El nimero natural 0 se corresponde con la sucesion
vacia, que obviamente es una sucesion decreciente de ordinales (o, alternativa-
mente, es facil ver que cumple trivialmente la definicion de 0 < 0). Por lo tanto
0 € E y, como toda sucesion extiende a la sucesion vacia, también es obvio que
Nae E0<a.

2) Sia={no,...,Nn—1), tenemos que
Mo =M 2= 2 N1
y, como 0 es el minimo ordinal, también se cumple
Mo =M = = Mp—1 =0,

por lo que @ € E. Como o extiende (estrictamente) a «, se cumple que o < «/'.

3) Sea n = l(a). Si a < f, supongamos en primer lugar que [ extiende
estrictamente a «, en cuyo caso, o bien también extiende a o/ (y asi o/ < ), o
bien tenemos que (o), =0 < B,, por lo que o/ < 3.



6.2. Ordinales en la aritmética 199

Si, por el contrario 5 no extiende a «, el minimo indice i en el que difieren
cumple que ; < f;, pero claramente ¢ es también el minimo indice en el que o’
difiere de 3, luego también o’ < 3. n

Vemos asi que los primeros ordinales son
0<1<2<3<--.

A~ —_—
donde 0 = 0 y, en general, n + 1 = /. Equivalentemente, 7 = (0,...,0) es la
sucesion formada por n ceros, que es obviamente una sucesion decreciente de
ordinales. A los ordinales de la forma 7 los llamaremos ordinales finitos.

Aunque es totalmente irrelevante, no es dificil comprobar que los primeros
ordinales finitos son los numeros naturales dados por la tabla siguiente (compa-
rese con la tabla de la pagina 135):

0123 4 5 6 7 8 9 10
0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

33

Definicion 6.3 Los ordinales de la forma o', para o € E, se llaman ordinales
sucesores. Equivalentemente, los ordinales sucesores son los ordinales no nulos
cuya tultima componente es nula. Los ordinales no nulos que no son ordinales
sucesores, es decir, cuya tultima componente no es nula, se llaman ordinales
limite.

Asi, todo ordinal esta en uno (solo) de los tres casos siguientes:
1. Es 0 (con lo que no tiene ordinales anteriores),

2. Es un ordinal sucesor (con lo que tiene un ordinal inmediatamente ante-
rior),

3. Es un ordinal limite (con lo que tiene ordinales anteriores, pero no uno
inmediatamente anterior).

Definimos! w = <i>, de modo que el teorema siguiente prueba que es el

supremo del conjunto de los ordinales finitos. En particular es el menor ordinal
infinito, y también el menor ordinal limite.

Teorema 6.4 (ARP) Se cumple:
1. we E,
2. A\nn < w,

3. Nae ENna=nVvw=a).

Incidentalmente, es w = (1) = (1) = 2.
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DEMOSTRACION: 1) Obviamente w es una sucesion decreciente de ordinales,
luego w € E.

2) Obviamente 0 < w vy, si n no es nulo, entonces 7 es una sucesion de n
ceros, por lo que ng =0 < 1 = wyp, luego n < w.

3) Si ano es nulo, o bien ag = 0, en cuyo caso, al ser una sucesion decreciente,
resulta que « es una sucesion de ceros, luego o = 71, donde n = ¢(«), o bien
0 < ag, en cuyo caso wg = 1 = 0" < agp, luego w < a. [

Vamos a introducir una notacién conveniente para representar los ordinales.
En primer lugar, en lo sucesivo escribiremos n en lugar de n, dejando que el
contexto determine si estamos considerando a n como ntimero natural o como
ordinal finito. Por ejemplo, el ordinal 5 no es el nimero natural 5, sino de
la sucesion de 5 ceros (que, segun la codificacion de sucesiones que estamos
considerando, es el nimero natural 15, pero esto es irrelevante).

En segundo lugar, si @ = (1g,...,n,) es un ordinal no nulo, donde
Mo Z M 2+ 2 TN,y
usaremos la notacién alternativa:
a=wm ... f W,

0 1

Con esta notacion tenemos que 1 = (0) = w”, mientras que w = (1) = w'.

En tercer lugar, si hay varios sumandos consecutivos iguales, los agruparemos
expresando la repeticion multiplicativamente. Por ejemplo, el ordinal

WA o+ +w + w0+ W+ WO
lo representaremos mas abreviadamente como
W 5+wd 344

Con esta notacion, la relaciéon de orden se puede comprobar a simple vista.
Por ejemplo, es inmediato que

W W 010 4 08 1 T < WY o St e 00,

Para comprobarlo, comparamos el primer término de cada ordinal y vemos
que es el mismo, luego pasamos a comparar el segundo, para lo cual comparamos
los exponentes y vemos que

CHw-244=P '+ + 0+ 0+ +w <
ottt =0 w341

Esto a su vez se obtiene viendo en primer lugar que ambos exponentes coinciden
hasta su tercer término, mientras que el cuarto es w® < w', porque 0 < 1. En
la practica no es necesario desarrollar la notaciéon multiplicativa, y podemos
concluir directamente que el primer exponente es menor porque w -2 < w - 3.
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Ahora ya podemos formarnos una imagen clara de los primeros ordinales.
La sucesion de los ordinales empieza con los ordinales finitos, seguidos de w y
Sus sucesores:

0<1<2<3< """ <w<w+l<w+2<w+3=<---

La primera serie estd formada por las sucesiones de ceros, mientras que la se-
gunda esta formada por los ordinales de la forma (1,0,...,0). Es facil ver que
el menor ordinal mayor que todos ellos es (1,1) = w4+ w = w - 2, por lo que la
sucesion de los ordinales contintia asi:

< w 2 <w 241 <w-24+2< - <fw3<w-3+1 <
donde w-3 = (1,1,1), y asi, tenemos la sucesion de los primeros ordinales limite:
W< <w-2<---<w-3<---

Entre los cuales se encuentran tnicamente los sucesores del precedente. Pero es
facil ver que la sucesion de los ordinales (1), (1,1), (1,1,1), ... tiene por supremo
al ordinal w? = (2), que es el primer ordinal limite supremo de ordinales limite.

Entre w? = (2) y w® = (3) se encuentran todos los ordinales de la forma
w2-k2+w-k1—|—k0,

y por encima de la sucesion w < w? < w? < --- figura como supremo el ordinal
w? = (w) = ((1)) (que incidentalmente es el nimero natural 4). Los ordinales
menores que w* son exactamente los de la forma

Wk W kw4 K.
Definicion 6.5 Consideramos el funtor dado por las ecuaciones
w® =1, Wt — ()
Asi
w® =1, W =w, w®=w w®=w W
El teorema siguiente prueba que esta sucesion de ordinales no tiene supremo:
Teorema 6.6 (ARP) Se cumple:
1. Amn(m < n — w™ < w®),
2. Na€ ENIn a < w™.

DEMOSTRACION: Es claro que w(® < w(® y, a partir de aqui, una simple
induccion prueba que Anw™ < w1 de donde a su vez otra induccion
prueba 1).
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Para probar 2) basta razonar por induccién sobre «. Trivialmente es cierto
para a = 0 y, si vale para ordinales menores que « (respecto al orden usual de
los ntmeros naturales, no respecto de j), como o < «, existe un n tal que
ao < w™, y de aqui se sigue que a < wrtl), [

Observemos finalmente que en la practica es muy facil reconocer qué ntmeros
naturales son ordinales. Sin més que ver la tabla de la pagina 135 es facil
completar la tabla siguiente

0 0 10 0,0,0,0 4 20 0,0,0,0,1 —
1 0 1 11 4 w® 121 0,0,0,0,0,0 6
2 1 w 12 0,2 — 22 6 w3
3 0,0 2 13 0,1,0 — 23 2,0 -
4 2 w® |14 0,0,0,1 — 24 0,1,1

5 0,1 — |15 0,0,0,0,0 5 25 0,0,0,2 —
6 0,00 3 16 5 — 26 0,0,0,1,0 —
7 3 w2 |17 1,1 w-21(27 0,0,0,0,0,1 —
8 1,0 — |18 0,0,2 — 28 0,0,0,0,0,0,0 7
9 0,01 — |19 00,1,0 — |29 7 w”

En general, para determinar si un ntimero es un ordinal, s6lo tenemos que
calcular la sucesioén que representa y ver si sus términos son todos ordinales y
forman una sucesion decreciente, para lo cual s6lo tenemos que examinar los
numeros naturales precedentes. Asi, por ejemplo, 5 no es un ordinal porque
codifica una sucesion de ordinales que no es decreciente, mientras que 16 no es
un ordinal porque codifica la sucesion (5), y 5 no es un ordinal. n

Ordinales en AP Hemos definido los ordinales en ARP usando la posibili-
dad que esta teoria ofrece de definir funtores por recursion. Vamos a dar aqui
una definicion alternativa que permite introducir los ordinales en AP (incluso
en I3;) sin necesidad de considerar los funtores de £,,p. Recordemos que en
I3, podemos definir una relaciéon de pertenencia que satisface los axiomas de la
teoria de conjuntos de Zermelo sin el axioma de infinitud.

Definicién 6.7
a=pB=Vfn(Sucla) ASuc(B) Aa<nAB<nAf:lL,xIL,— {0,1} A

f(avﬂ) :1/\/\75<n(f(’735) :1H0(77f) /\0(5,f)/\7’(’y,5,f))),

donde a su vez:
o(v, f) = Nig <L) <j— flyj,vi) = 1),

(7,6, f) =7 C 6V Vi< ()i <) Av|i =68l Ay # 6 A f(yi,65) = 1).
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Aqui Suc(e) indica que « es una sucesion finita, respecto de cualquier codi-
ficacion de las sucesiones finitas como nimeros naturales que queramos consi-
derar. Si usamos la que estamos considerando en este libro, todos los ntimeros
naturales codifican sucesiones finitas, luego podemos eliminar las condiciones
Suc(a) A Sue(B) de la definicion. No obstante, en [LM] usamos otra codifica-
cion alternativa, de modo que Suc(«) significa que « es una aplicacion (en el
sentido conjuntista) de dominio el conjunto Iy de los ntumeros naturales menores
que k, para cierto k.

Notemos que o < 3, asi definida, es una féormula de tipo X1, pero es equiva-
lente a

AXn(a<nAB<nAX={01H>* 5\ feX(--"))

donde los puntos suspensivos son la misma formula que sigue a \/f en la de-
finicion de a < B, y asi tenemos una definicién equivalente de tipo II;. Por
consiguiente, la formula o < 5 es de tipo Ay, al igual que

aceF=a<Xa.

A partir de esta definicion podemos probar que si f : I, x I, — {0,1} y
g : Iy x I, — {0,1} cumplen la definicion de o < 8 con n < m, entonces
9l x1, = f-

En efecto, si existe un par (v,d) € I,, x I, tal que f(v,9) # g(~, ), podemos
tomar uno en el que el maximo de = y § sea el menor posible. Supongamos que
f(v,0) =1y g(v,9) =0 (el caso contrario es anilogo).

Entonces, si 4, j < £(7) coni < j, tenemos que max{vy;,v;} < v < max{y,d},
luego o(7, f) y la minimalidad de (v, d) nos dan que g(v;,7v:) = f(vj,7%) =1, es
decir, que o(7, g), e igualmente concluimos que o(d, g).

Finalmente, si v C 4, entonces se cumple r(v,d,g), luego g(v,d) = 1y
tenemos una contradiccion. En caso contrario, como se cumple r(y,d, f), tiene
que existir un i < £(7), i < £(6) tal que |5, = 0|5, A vi # & A f(vi,0:) = 1,
pero v; < vy 0; < 0 implican que max{vy;,d;} < max{y,d}, luego por la
minimalidad de (v, d) tenemos que g(v;,d;) = 1, luego se cumple r(v,4d,9), vy
también g(y,0) = 1 y de nuevo tenemos una contradiccion. [

De la unicidad que acabamos de probar se sigue que si f : I,, x I, — {0, 1}
cumple la definicion de o < 3, necesariamente

A6 < n(f(7,0) =147y =9),
lo que nos da la caracterizacién recurrente de la relacién <:
a=xBe Nij <la)i<i—a; 2a)ANij<B)i<i—Bi=Bi)A

A partir de aqui, todos los resultados que hemos demostrado en ARP se de-
muestran en I¥; con literalmente las mismas demostraciones. S6lo hemos usado
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otra definicién de un funtor por recursién al definir w(™, pero una definicién
alternativa es

a=w™=Vs(l(s)=n+1Aa=sn)As0)=1ANi <ns(i+1)=wD).

Es claro que en I¥; se prueba que para cada n existe un inico o que cumple
a = w™ porlo que w™ esta bien definido. La formula es claramente 21, luego
de hecho es Aj. n

Ordinales metamatematicos Aunque estamos trabajando en ARP (o, equi-
valentemente, en I¥;), la definicion de ordinal tiene sentido al margen de cual-
quier axiomatica. Concretamente, podemos definir la relacion

m=n syss NFEmn,

y el hecho de que la formula o < 3 sea Ay en ARP se traduce en que la relacion
es recursiva primitiva, al igual que lo es el conjunto E formado por los niimeros
naturales que cumplen n < n.

Los razonamientos que hemos presentado en I3 se traducen en razonamien-
tos metamatematicos que justifican que =< es una relacién de orden total en el
conjunto F, de modo que expresiones como

W TS gy @3S g )T 6wt w? 12

son meras formas de nombrar a ciertos niimeros naturales y, en la medida en
que, metamatematicamente, podemos afirmar que todo ntimero natural es 0 o 1
0 2, etc., también podemos afirmar que todo ordinal esté4 determinado por una
dnica expresion de esta forma. n

Ordinales en la teoria de conjuntos El lector familiarizado con la teoria de
conjuntos sabréa que en cualquier teoria de conjuntos “fuerte” como ZF es posible
definir un concepto general de “ordinal”’, de modo que los ordinales representan
todas las formas posibles de ordenar bien un conjunto, salvo semejanza. Asi,
todos los conjuntos con 7 elementos admiten un tnico tipo de orden, que es el
asociado al ordinal 7, mientras que w es el ordinal correspondiente al buen orden
usual de los niimeros naturales, etc.

Los ordinales que hemos definido aritméticamente se corresponden con los
primeros ordinales definibles en la teoria de conjuntos, concretamente con los
menores que el ordinal conocido como ¢y, que se define como el supremo de la
sucesion w,w®, w®” ...

La relacion entre la definicion general de ordinal y la definicion aritmética que
hemos dado aqui se establece a través de la llamada forma normal de Cantor.
Segun [TC 3.51], todo ordinal o > 0, (en el sentido conjuntista usual) admite
una tnica expresion en la forma

a:wnU_i_,,._’_wnn,
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para ciertos ordinales g > 1y > - -+ > 1,,. Si ademés « es menor que €y, entonces
1o < a. Esto permite definir por recurrencia una aplicaciéon ¢ : ¢¢ — F dada
por $(0) =0y

(WP 4+ W) = (d(no), - - -, B(1n)).

La discusion de la forma normal de Cantor al final de la seccion 3.6 de [TC]|
justifica inmediatamente que ¢ es una semejanza.

Asi pues, los ordinales que hemos definido aqui como niimeros naturales son
esencialmente “los mismos” que los ordinales < €y que se definen de forma usual
en la teoria de conjuntos, s6lo que la definicion que hemos dado aqui es valida en
cualquier sistema aritmético, como la teoria de conjuntos ZF menos el axioma
de infinitud, o la aritmética de Peano, o incluso en teorias méas débiles como es
el caso de IX;.

En la teoria de conjuntos se define una suma, un producto y una exponen-
ciacion de ordinales de forma natural. Por ejemplo, si « y 8 son dos ordinales,
el ordinal a+ 3 es el ordinal correspondiente al tipo de orden que resulta de unir
dos conjuntos disjuntos, uno bien ordenado con tipo de orden « y otro con tipo
de orden 3, y de forma que todos los elementos del primero se consideran meno-
res que cualquiera de los elementos del segundo. Al final de la seccién 3.6 de [TC]
mostramos también coémo calcular la forma normal de la suma y el producto
de dos ordinales en forma normal, y aqui vamos a convertir en las definiciones
de la suma y el producto de orinales lo que alli son teoremas deducidos de la
definicion general de suma y producto de ordinales. Las definiciones aritméticas
que vamos a dar pareceran arbitrarias y caprichosas al lector no familiarizado
con la teoria de conjuntos, igual que pareceria arbitrario y caprichoso definir la
derivada de senz como cosz y la derivada de cosx como —senzx en lugar de
demostrar estos hechos a partir de la definicion general de derivada. El caso
es que, con las definiciones que vamos a dar, la funcion ¢ : ¢¢ — FE, no solo
conserva el orden, sino también la suma y el producto de ordinales. m

Suma de ordinales En principio, la suma que aparece en w?+w? es una mera
notacion, que no justifica que “sumemos” ordinales cualesquiera. Por ejemplo,
w? 4+ w3 no esta definido, ya que la sucesién de exponentes no es decreciente.
Sin embargo, podemos definir la suma de dos ordinales cualesquiera conviniendo
que a + 0 =04 a = a y, para ordinales no nulos

a=w™ 4.y y BZWCU—F'-'—FWC"”,
la suma es aw + 8 = 5 si 19 < (p o bien
a+6:w770+,,,+w7]k +w<0+,,,+wC'rrL

si Ner1 < Co < M

En particular, si < 7’ se cumple que w" + W = w”', y esta identidad
basta para sumar facilmente dos ordinales cualesquiera. Basta escribir la suma
completa

WM e %0 S
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y aplicar tantas veces como se pueda la relacién precedente para cancelar su-
mandos intermedios. Es pura rutina comprobar que la suma de ordinales asi
definida es asociativa (pero no conmutativa),? asf como que lo que habfamos de-
finido en principio como una mera notaciéon al expresar un ordinal en la forma
a=wm 4 ... 4w ahora puede verse como la suma de los ordinales w™ en el
sentido que acabamos de definir.

En particular, la suma de los ordinales finitos se corresponde con la suma
usual de niimeros naturales, pues, por ejemplo,

2+3= (w0 4+’ + W+’ +u =5

Por otra parte, es inmediato que o’ = o+ 1, por lo que, una vez introducida
la suma de ordinales, ya no necesitamos emplear una notacién especifica para
el siguiente de un ordinal dado. L]

Producto de ordinales Similarmente podemos definir un producto de ordi-
nales estableciendo que en primer lugar que @ -0 =0-a =0, -1 = a. En
segundo lugar, para

a=wm+. .+, ¢>0,
definimos a-w¢ = w™t< |y, en general, si ademas = wé +- - - +wSn, definimos
af = aw®® + - + aws™,

donde cada término se calcula con los criterios precedentes.

Por ejemplo:
w“’3+w 7 5 w“3+“’+5 w“3+“’+1
(w +w' +8) (W Hw+3)=w +w +

ww3+w 7 ww3+w 7 ww3+w 7
w +w' +84w +w' +8+w +w'+8

w

3 3 3 3 3
wtw w4tw w+tw w4+ w4tw
w +5 w +1 w w w 7 8

w3+w w3+w w3+w
:ww +5+ww +1_|_ww 3+w7—|—8

Notemos que los dos primeros sumandos corresponden a aw® y aw?, mientras

que, para calcular la multiplicaciéon por 3 = 14 1+ 1, hemos copiado tres veces
el primer factor, para luego reducir la suma.

El producto de ordinales finitos se corresponde con el producto usual de
nimeros naturales, pues, por ejemplo,

2.3=2-(1+141)=24+2+2=6.

2El hecho de que podamos definirla en ARP prueba que es recursiva primitiva o, maés
precisamente, que podemos definir una funcién recursiva primitiva f : N x N — N que se
restringe a la suma en FE X E.
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Mas en general, si k es un ordinal finito, se cumple que oo -k = a+ -+ + «
con k sumandos.

Una comprobacion rutinaria muestra® que el producto de ordinales es aso-
ciativo y cumple la propiedad distributiva a(8+7) = o + oy, pero no es cierto
en general que (a+ B)y = ay + B7. n

Exponenciacion de ordinales Es posible definir una exponenciacion de or-
dinales, pero no vamos a hacerlo. No obstante, usaremos la notacion o* con el
sentido usual para exponentes finitos, y también tenemos definida la exponen-
ciacién w®, que claramente cumple la relacion

wew? = wth,
de donde en particular (w®)* = w®k,

Hemos definido también la exponenciaciéon iterada w(™. Un poco mas en
general, conviene definir

wo(a@) = a, w1 (@) = wn(@),

Ast w™ = w,(1).

Suma formal de ordinales Hay una operacion entre ordinales que vamos a
necesitar y que no se considera habitualmente en teoria de conjuntos. Definimos
a#0 =0#a =ay,si
a:wﬁo+,__+wﬁn y /BZ(JJCO—‘F"'—F(A}C’”,
entonces
a#ﬁ = woo + .4 w9n+WL+17

donde la sucesion 0y = -+ > Opims1 s la que resulta de intercalar las dos
sucesiones g >~ --- = N, ¥ (o >~ - -+ = (, en una misma sucesiéon decreciente.

Es claro que, al contrario que la suma ordinaria, la suma formal de ordinales
es conmutativa. Usaremos también que si a < 3, entonces a#y < f#7vy. =

Necesitaremos un par de resultados elementales sobre las operaciones con
ordinales:

Teorema 6.8 Si a < 3 son ordinales, existe un unico § tal que o+ 6 = 3.

DEMOSTRACION: No sblo vamos a probar que existe dicho §, sino que po-
demos obtenerlo explicitamente? si conocemos a y 3. Si
a:wn0+,,,+w7ln y 5:wCo++ow,

o bien (3 extiende a «, en cuyo caso ¢ es necesariamente la suma de los términos
que faltan para completar 8, o bien existe un ¢ < n tal que n; = (; para j <1
vy n; < (;, en cuyo caso necesariamente § = WS 4 e 4wl ]

3También es claro que el producto de ordinales se extiende a una aplicacién recursiva
primitiva f : N x N — N.
4Por ello la prueba es formalizable en APR y la aplicacion (a, 3) + § es recursiva primitiva.
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Teorema 6.9 Si a y S son dos ordinales no nulos, entonces

wi (ot B) > wi(a)#wi(B)-

DEMOSTRACION: Para k = 0 es inmediato. Para k = 1 basta tener en cuenta
que a#0 > max{a, B} y el caso general se prueba facilmente por induccién:

Wit (0#B) = Wk (@#B) > wr(a)#Fwr(B) > wwk(a)#wwk(ﬁ) = w1 (@) Fwrs1(B).

6.3 Sucesiones fundamentales

Una caracteristica importante de la representacién aritmética que hemos
dado de los ordinales menores que €5 es que, podemos asociar explicitamente
a cada ordinal limite A una sucesién estrictamente creciente de ordinales cuyo
supremo sea A. Por conveniencia la definimos también de forma trivial para
ordinales que no sean limite:

Definiciéon 6.10 Para cada ordinal « y cada nimero natural n definimos:

0 st =0,

Jé] sia=p+1,

BHw'-n sia=p+wlt

B+wl  sia=pB+w", con n limite.

aln] =

La sucesion {a[n]}22, se llama sucesion fundamental de a.

Aqui hay que entender que cuando planteamos o = 8 + w0 o = B+ wW"
no estamos considerando sumas arbitrarias, sino que nos referimos a que w7t!
(resp. w) es el ultimo término de la expresion de o como suma de potencias de
w con exponentes decrecientes, y que § es la suma de los términos anteriores.

Notemos que se trata de una definicién por recursiéon completa sobre la
relacion de orden usual en N, ya que para definir «[n] s6lo necesitamos suponer
que 7n[n] esta definido sobre un exponente 1 de «, que, como nimero natural,

ser4 menor que «. Por lo tanto, podemos ver a a[n] como un funtor de rango 2
de ARP.

Vemos que la sucesion fundamental de 0 esta definida como la sucesion cons-
tante 0, mientras que la sucesion fundamental de un ordinal sucesor 8 + 1 estéa
definida como la sucesiéon constante (.

He aqui algunos ejemplos de sucesiones fundamentales de ordinales limite:
w {n}nto
w5 | {wt+n},

w® {w* n}pZ,

W [ H{w" o
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Teorema 6.11 Si \ es un ordinal limite, entonces A[n] < A[n+ 1] < A,

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre A, es decir, suponemos
que el resultado es cierto para todo ordinal que, como ntmero natural, sea
menor que A.

Si A = B+ w"t!, entonces

ﬂ:<<—07"'a<m71>7 y )\:<CO7"‘7<m71377+1>3
mientras que n
)‘[n} = <<07"'7<m717777"'777> .

Es claro entonces que la sucesion fundamental es estrictamente creciente y
que sus términos son todos anteriores a .

Supongamos ahora que A = S+w", donde 7 es un ordinal limite. Como como
17 < A (en el orden usual de los nimeros naturales), por hipotesis de induccion
tenemos que
nln] <nln+1] <.

Ahora
)\ - <<07 ey Cmfla 77> 9 )‘[n] = <C0a sy Cmflvn[nb )

luego claramente A[n] < A[n + 1] < A. "

En otras palabras, tenemos que la sucesion fundamental de un ordinal limite
A\ es estrictamente creciente y esta siempre por debajo de A. Nos falta probar
que tiene a A por supremo. En principio, esto significa que

a == Vn(a < An)).

No es dificil probar esto por inducciéon sobre A, pero esta formula no es Ay,
por lo que, en principio, la inducciéon no puede llevarse a cabo en ARP. Esto se
debe a que ARP nos obliga a especificar cual es el n que cumple lo requerido,
y sucede que podemos especificarlo si nos preocupamos de hacerlo. Para ello
tenemos que introducir la definiciéon siguiente:

Definicion 6.12 La complejidad de un ordinal « se define como

@)= > (c(ai) +1).

i<tl(a)
Se trata de una definicién por recursion completa. Claramente:
1. ¢(0) = 0.
2. Sin es un ordinal finito, entonces ¢(n) = n (méas precisamente, ¢(i) = n).
3. c(w") =c(n) + 1.
4. Sia=wm 4. 4+ wWM=1 conny > -+ > Np_1, entonces

cla) = c(W™) + -+ c(w™1).
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Es facil ver que (si o y § son no nulos, para la segunda desigualdad)
cla+B) <cl@)+c(B),  c(aB) < cla)e(B),
Ahora podemos probar:®
Teorema 6.13 Si A\ es un ordinal limite, « < X y c¢(a) < n, entonces o < A[n].

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre A (notemos que el enun-
ciado es una formula Ag en ARP), es decir, suponemos que el teorema es cierto
para todo ordinal menor que A (como ntimero natural). Pongamos que

a=ay+wm -mg+---+w my, A:ao+w51-n1+---+w6’-nl,

de modo que 71 > -+ = N, 01 = -+ > 0, m; # 0 # nj y, o bien k = 0, o bien
w™ - my < w’ - ny. Entonces

An] = ag 4+ Wt (ng — 1) + w®[n],
pues si I = 1 se da la igualdad y, en caso contrario,
An] = ap + Wi (ng — 1) + W’ = ag + w’ (ng — 1) + W’ [n].

Notemos que si k = 0, es decir, si &« = «g, se cumple trivialmente que
a < A[n], asi que podemos suponer que k > 1.

La desigualdad w™ - m; < w® - n; puede darse en dos casos:

1) Si 7y < 61, entonces, si 0; = € + 1, entonces w’'[n] = w -n = WM -0y,
como n > c(a) > my, tenemos que wo [n] = w™ (my + 1), luego

An] = apg+w™(my +1) = a.

Si 81 es un ordinal limite, entonces w’'[n] = w?[* = W™ por la hipotesis de

induccién aplicada a 61 < A, ya que ¢(n1) < n. Por lo tanto, Aln] > a.

2) Sin =61y my < ny, entonces, si 6y = e+ 1, es wi(ng —1) = w” -my y
Win] = W™ mg A+ -+ W™y,
por la hipotesis de induccion aplicada a w® < X, pues

n>c(a) > c(Wh - -my+ -+ w™ -my).

5En realidad el teorema 6.13 vale, con la misma prueba, usando la siguiente definicién
alternativa de la complejidad de un ordinal: Si

a=w"m ky+- - +whm=1.k, 1 con 19> >Nn-1,

entonces c(a) = max{ko,...,kn—1,¢(n0),...,c(Mn—1)}, entendiendo que ¢(0) = 0. Por ejem-
plo, con esta definicion, ¢(w®-3) = 5, mientras que con la anterior c(w®-3) = 9. Esta definiciéon
es un poco mas compleja, pero el nimero asignado a cada ordinal es menor o igual (y a menudo
mucho menor) que el asignado con la otra definicion.
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Si 67 es un ordinal limite y k£ = 1, entonces
An] = ag+w™ -my +w™[n] = ag + W™ -my = a.
Si k > 2, entonces
An] = ag+w™ - my +wml a,

pues por hipotesis de induccion ny[n] > 12, ya que n > c(a) > c(n2). "

Expresado con cuantificadores, el teorema anterior afirma que si A es un
ordinal limite, entonces
Aa < AVna < A[n),

y esto expresa que A es el supremo de la sucesion fundamental {A[n]}52 .

6.4 La buena ordenacion

La teoria que hemos expuesto en las seccién 6.2 nos permite considerar a los
ordinales —entenderemos siempre que nos referimos a los ordinales menores que
€o— como objetos puramente finitistas en lugar de como objetos abstractos de
los que no tiene sentido hablar si no es en el contexto de una teoria axiomatica
de conjuntos.

Asi, mientras es mas que cuestionable que tenga sentido plantearse si una
afirmacion conjuntista abstracta como la hipotesis del continuo es “en reali-
dad” (?7) verdadera o falsa, ahora podemos plantearnos si determinadas propie-
dades sobre los ordinales son realmente verdaderas o falsas independientemente
de lo que digan los axiomas de la teoria de conjuntos.

A priori, no esta claro que esto se aplique a una propiedad que, en el contexto
de la teoria de conjuntos, se prueba trivialmente para todos los ordinales, y es
que estan bien ordenados: todo conjunto de ordinales no vacio tiene un minimo
elemento.

Decimos que no esta claro a priori que tenga sentido plantearse si los or-
dinales estdn “de verdad” bien ordenados porque esto no es, en principio, una
afirmacion sobre todos los ordinales, sino sobre la totalidad de los conjuntos
de ordinales, y no tenemos forma alguna de representarnos la totalidad de los
conjuntos de ordinales como para asegurar que cada uno de ellos (salvo el vacio)
tiene un minimo elemento. Esta propiedad ni siquiera puede formalizarse en AP,
donde podemos hablar de conjuntos finitos de ordinales, incluso de conjuntos
infinitos definidos aritméticamente a través de férmulas, pero no de conjuntos
arbitrarios como para afirmar algo sobre la totalidad de los conjuntos de ordi-
nales.

Una formulacién “mas tangible” del principio de buena ordenacién es la si-
guiente:

No existen sucesiones infinitas de ordinales que sean estrictamente
decrecientes.
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Se podria objetar que “la totalidad de las sucesiones (infinitas) de ordinales”
es un concepto igual de escurridizo que el de “la totalidad de los conjuntos de
ordinales”. Emnseguida discutiremos este punto, pero antes conviene entender
por qué es relevante esta cuestion.

En el capitulo siguiente demostraremos este famoso resultado de Gentzen:

Si la aritmética de Peano es contradictoria, entonces eriste una su-
cesion infinita de ordinales estrictamente decreciente.

La prueba es estrictamente finitista, en el sentido de que el argumento prueba
realmente que es posible programar un ordenador de modo que si le proporcio-
namos la demostraciéon de una contradiccion en la aritmética de Peano, a partir
de ella generara una sucesion estrictamente decreciente de ordinales. Mas preci-
samente, en tal supuesto podremos escribir en un papel un ordinal “de verdad”
y dispondremos de un criterio que nos permitira calcular explicitamente otro
ordinal “de verdad” menor , y a su vez otro menor, etc., con la garantia de que
el proceso no terminara nunca.

Si de algin modo podemos convencernos de que es del todo imposible gene-
rar una sucesion estrictamente decreciente de ordinales “de verdad”, de ordinales
que podamos escribir en un papel (sin entrar en consideraciones sobre si el papel
necesario cabria o no en nuestro Universo), entonces tendremos una prueba de
la consistencia de la aritmética de Peano que sera tan finitista como lo sea el
argumento que nos ha convencido de tal hecho (porque el resto del argumento,
es decir, la prueba del resultado de Gentzen que hemos citado, es incuestiona-
blemente finitista en el sentido més estricto del término).

Respecto a la cuestion de si realmente tiene sentido objetivo plantearse si
existen o no sucesiones infinitas de ordinales estrictamente decrecientes, obser-
vemos en primer lugar que el concepto de “la totalidad de las sucesiones de
ordinales” no es ni méas ni menos inabarcable que “la totalidad de las sucesiones
de ntimeros naturales” y, pese a ello, si que podemos afirmar con conviccién que
no existen sucesiones infinitas decrecientes de nameros naturales. Podemos afir-
marlo porque podemos razonar que es asi: si uno intenta construir una sucesion
infinita de ntmeros naturales estrictamente decreciente, tendrd que empezar
especificando su primer término y, en cuanto lo haga, habra fijado la méxima
longitud que puede tener la sucesion: si empieza por 7, como maximo podré
tener 8 términos, y si empieza por 1000, como maximo tendré 1001 términos,
pero serd finita en cualquier caso. No hemos necesitado considerar “la totali-
dad de las sucesiones de ntimeros naturales” para razonar que, si nos dan una
cualquiera, no puede ser estrictamente decreciente.%

6No es algo nuevo que, ante una afirmaciéon que —en principio— es dudoso que tenga un
significado objetivo preciso, podamos convencernos de que lo tiene precisamente razonando
que es cierta. Por ejemplo, es el caso de la afirmacion “los teoremas ldgicos son verdaderos
en cualquier modelo”. No tenemos forma de representarnos “la totalidad de los modelos
de un lenguaje formal”, pero desde el momento en que disponemos de un argumento que
justifica que, dado cualquier modelo concreto bien definido, cualquier teorema légico va a ser
necesariamente verdadero en él, esto da pleno sentido a la afirmacion, pues podemos justificar
que es inconcebible tener un modelo bien definido de un lenguaje formal en el que cualquier
teorema logico pueda no ser verdadero.
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Asi, podemos plantearnos si sucede algo parecido con la buena ordenacion
de los ordinales, expresada en términos de sucesiones decrecientes: jexiste un
argumento que nos convenza de que es imposible que una sucesién infinita de
ordinales sea estrictamente decreciente sin necesidad de apelar a “la totalidad
de las sucesiones de ordinales”?

Aqui vamos a dar un argumento debido a Takeuti (el lector debera juzgar
por si mismo si lo considera “convincente” y, mas en particular, hasta qué punto
lo considera finitista). Para formularlo introducimos el concepto siguiente:

Definicion 6.14 Diremos que un ordinal « es accesible si podemos razonar que
no existen sucesiones infinitas estrictamente decrecientes de ordinales menores
que .

Nota Debemos resaltar que no estamos diciendo que « es accesible si no existen
sucesiones infinitas estrictamente decrecientes de ordinales menores que «, sino
que solo afirmaremos que « es accesible cuando tengamos un argumento que
nos convenza sin margen de dudas de que asi es. Si el lector considera que el
concepto de “sucesion infinita de ordinales” es demasiado ‘nebuloso” fuera del
marco de una teorfa axiomatica que nos permita hablar con rigor de sucesiones
arbitrarias, para nuestros fines no hay inconveniente en considerar tinicamente
sucesiones de ordinales generadas mediante un criterio explicito, es decir, me-
diante una funcion recursiva que vaya calculando sus términos o, dicho de otro
modo, sucesiones que pueda ir generando un programa de ordenador. [

Observemos que para demostrar el principio de buena ordenacion (en su
version en términos de sucesiones decrecientes) basta demostrar que los ordinales

w<w® 2 w® <@

son todos accesibles. En efecto, si podemos estar seguros de que no existen
sucesiones infinitas estrictamente decrecientes de ordinales menores que ningtn
w(™ | podemos asegurar que no hay ninguna en absoluto, ya que si hubiera
una, digamos, & > & > & > --- tendria que existir un ndmero natural n tal
que & < w™ (que podriamos calcular explicitamente a la vista de &), vy asi
tendriamos una sucesion decreciente por debajo de un w(™.

Una ligera variante del argumento que acabamos de dar prueba también el
teorema siguiente:

Teorema 6.15 Si ap < a1 < ag < -+ es una sucesion infinita estrictamente
creciente de ordinales que tiene a o por supremo y cada o; es accesible, enton-
ces o también lo es.

Otro hecho fundamental es el siguiente:

Teorema 6.16 Si o y B son accesibles, entonces o + 8 también lo es.
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DEMOSTRACION: Supongamos que tenemos una sucesion infinita
at+pB =& =& &=

. Puede ocurrir que todos los términos de la sucesion cumplan & > «? En tal
caso, el teorema 6.8 nos da que &; = a+ p;, para ciertos ordinales y; (que pode-
mos calcular explicitamente a partir de & y de «), y ademaés las desigualdades
a+p; <a+ By a+ p; = o+ g1 implican que

B po = pa = g e

Estamos suponiendo que tenemos justificado que no puede haber sucesiones
infinitas estrictamente decrecientes de ordinales menores que 3, luego podemos
asegurar que esto no va a suceder,” es decir, que tiene que haber un indice i
tal que & < «, pero entonces, la sucesion a partir de este &; seria una sucesion
infinita estrictamente decreciente de ordinales menores que «, cosa que sabemos
que tampoco puede darse. Concluimos asi que es imposible que exista la sucesion
de partida. L]

Combinando los dos resultados anteriores obtenemos:
Teorema 6.17 Si a es un ordinal accesible, también lo es o - w.
DEMOSTRACION: Es facil ver que « - w es el supremo de la sucesion
a<a-2<a-3<---
0, lo que es lo mismo,
a<ataoa<atat+ta<---

Si sabemos justificar que no hay sucesiones decrecientes por debajo de «, el
argumento de la prueba del teorema 6.16 nos convence de que no puede haber
sucesiones decrecientes por debajo de « - 2, luego tampoco por debajo de « - 3,
ni por debajo de « - 4, etc. y una vez estamos convencidos de que esto es asi
para todo « - n, el argumento del teorema 6.15 nos convence de que lo mismo
vale para « - w, que es, pues, accesible. L]

Este teorema y 6.15 contienen el germen de toda la demostracién. Vamos a
hacernos una idea de hasta déonde podemos llegar tinicamente a partir de ellos:

1. Es inmediato que w es accesible, pues si w > ng >= ny > ng > --- es una
sucesion decreciente de ordinales finitos, es claro que no puede tener mas
de ng + 1 términos.

2. Aplicando reiteradamente 6.17 nos convencemos de que todos los ordinales
w=<w?<w <.

son accesibles, luego el supremo w* también es accesible.®

7En particular, si un ordenador estuviera generando la sucesion &;, tenemos la garantia de
que, esperando lo suficiente, acabaria apareciendo un término &; < a.

8Esto es interesante porque en el capitulo siguiente veremos que implica la consistencia
de IX;.
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3. Volviendo a aplicar 6.17 nos convencemos de la accesibilidad de

w2 et <

luego también de la de w*2.
4. Una nueva oleada de aplicaciones de 6.17 nos convence de la accesibilidad
de

w-2+1

w < w2

w-2+3

< w _<’

y por consiguiente de la de w*3.

5. Como este argumento se puede repetir indefinidamente, no podemos sino
convencernos de la accesibilidad de

w-2 -4

W < w? <t <t <

luego también de la de W
6. La oleada siguiente de aplicaciones de 6.17 nos da la accesibilidad de
W T < W2 gt
k)
luego también de la de w=’+v.

7. En este punto podemos vislumbrar una idea general: igual que hemos
ascendido desde w* hasta w*’ mediante diversos pasos consistentes en
ir sumando 1 al exponente (multiplicando por w) y tomando supremos,
podemos reproducir los mismos pasos partiendo de we” y, sin necesidad de
repasarlos todos uno a uno, nos convencemos de que €sos mismos pasos nos
permiten llegar hasta W e = w‘”2'2, pero repitiendo de nuevo el mismo
bloque de pasos llegamos hasta w3 y, como queda claro que podemos

repetir indefinidamente este bloque de pasos, acabamos convencidos de la

accesibilidad de

2 w23

2 2
w¥ < w” <

y, por consiguiente, de la de W’

8. Pero el mismo bloque de pasos (mayor que el considerado antes) que nos

. 3 . 3 . 3,
permite pasar de w a w*", aplicado ahora a w*", nos permite pasar a w* ‘2,

y aplicando sistematicamente dicho bloque de pasos, nos convencemos de
la accesibilidad de

W’ < w2
luego también de la de W

9. Y una vez que nos convencemos de que este proceso puede seguirse para
justificar la accesibilidad de

2 3 4
w” < w¥ <wY LW <

. w .
concluimos que w* es accesible.
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Y en este punto uno se plantea si seria legitimo concluir con un “y asi suce-
sivamente”. El propio Gentzen consideraba que si:

Podemos, por ejemplo, visualizar los casos iniciales con caracteris-
ticas 1, 2, 3 con detalle. A medida que la caracteristica crece, no se
anade nada bdsicamente nuevo, el método de progresion es siempre
el mismo. Desde luego, hay que admitir que la complejidad de los
infinitos maltiplemente anidados que hay que recorrer crece conside-
rablemente; este recorrido debe considerarse siempre como potencial
[...] La dificultad reside en que, aungue el sentido finitista preciso
de “recorrer” los ordinales es razonablemente claro en los casos ini-
ciales, se vuelve de tal complejidad en el caso general que apenas es
remotamente visualizable.

Pero Godel no estuvo de acuerdo:

La situacion, a grandes rasgos, puede ser descrita como sigue: La
induccion transfinita hasta eg podria probarse finitistamente si y sélo
si la consistencia de la teoria de miumeros pudiera probarse finitis-
tamente. Por otra parte, la validez de esta induccion no puede ha-
cerse inmediatamente evidente, como sucede, por ejemplo, en el caso
de w?. Es decir, uno no puede captar de un vistazo las diversas po-
sibilidades estructurales que existen para las sucesiones decrecientes
y no existe, por lo tanto, un conocimiento concreto inmediato de la
terminacion de cada una de dichas sucesiones. Pero, mds ain, tal
conocimiento concreto (en el sentido de Hilbert) no puede alcanzarse
a través de una transicion gradual de ordinales menores a otros ma-
yores, porque los pasos concretamente evidentes, como a +— a? son
tan pequenos que tendrian que repetirse ey veces para llegar hasta €q.

Takeuti fue alumno de Goédel y uno de los principales continuadores del
trabajo de Gentzen. Vamos a ver coémo resolvio la cuestion del sospechoso “y
asi sucesivamente”, mostrando con precisién céomo es posible usar bloques de
razonamientos para aumentar exponentes situados cada vez més arriba en una
torre de potencias de w. Para ello introdujo la definicién siguiente:

Definiciéon 6.18 Diremos que un ordinal « es 1-accesible si es accesible y, su-
puesto definido el concepto de ordinal n-accesible, diremos que a es n + 1-
accesible si podemos asegurar que cuando (3 es n-accesible, entonces 3 - w® es
n-accesible.

Ahora podemos probar los analogos de los teoremas 6.15 y 6.17:
Teorema 6.19 Si g < a1 < as < --+ es una sucesion infinita estrictamente

creciente de ordinales que tiene a a por supremo y cada o; es n-accesible, en-
tonces o también lo es.
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DEMOSTRACION: Para n =1 es el teorema 6.15. Supongamos que es cierto
para n y vamos a ver que si cada «; es n + l-accesible, lo mismo le sucede a
«. Para ello tomamos un ordinal 5 del que sabemos que es n-accesible (5, y
entonces, por hipotesis, podemos asegurar que cada (§-w®? es n-accesible, luego
por el caso n-simo sabemos que el supremo [ - w® es n-accesible, y esto prueba
que « es n + l-accesible. [

Teorema 6.20 Si o es un ordinal n-accesible, también lo es o - w.

DEMOSTRACION: Para n = 1 es el teorema 6.17. Si el resultado es cierto
para n y « es n + l-accesible, tomamos un ordinal 5 de que sabemos que es
n-accesible, y tenemos que probar que § - w®“ también lo es. Pero éste es el
supremo de la sucesion

2 3 4
B-w*<p -w'<Lp-w L[ W<

luego, por el teorema anterior, basta probar que cada 3 - w®* es n-accesible.

Ahora bien, 3-w®* = B-w® ... w® y basta usar k veces que a es n+ l-accesible.
|

Como consecuencia inmediata:
Teorema 6.21 FEl ordinal 1 es n-accesible, para todo nimero natural n > 1.

DEMOSTRACION: Es trivial que 1 es accesible. Si S es un ordinal n-accesible,
entonces 8 -w' es n-accesible por el teorema anterior, luego 1 es n + l-accesible.
n

Ahora ya es facil probar:
Teorema 6.22 Los ordinales w < w® < w® < ... son accesibles.

DEMOSTRACION: Vamos a demostrar, por ejemplo, que w® es accesible,
pero el argumento vale claramente para cualquier otro caso.

1. Por el teorema anterior, 1 es 6-accesible.

2. Como 1 también es 5-accesible, la definicion de 6-accesible nos da que
w=1-w! es 5-accesible.

3. Como 1 es 4 accesible, la definicion de 5-accesible nos da que w® = 1-w®

es 4-accesible.

4. Como 1 es 3-accesible, la definicion de 4-accesible nos da que w(®) = 1w

es 3-accesible.

5. Como 1 es 2-accesible, la definicion de 3-accesible nos da que w® = 1w

es 2-accesible.

6. Como 1 es accesible, la definicion de 2-accesible nos da que w® =1 e

es accesible. n

Segtn hemos observado tras la definicién 6.14, esto prueba el principio de
buena ordenaciéon. El lector deberia meditar sobre si esta dispuesto a considerar
finitista la prueba que acabamos de dar.
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6.5 Induccion transfinita

Hay un hecho que podria hacernos desconfiar de que el principio de buena
ordenacion pueda tener una prueba que merezca el calificativo de “finitista”; y
es que, dado que implica la consistencia de AP, en virtud del segundo teorema
de incompletitud de Gddel no puede ser formalizable en AP. jPodemos admitir
como puramente finitista un argumento no formalizable en AP (o, equivalen-
temente, en ZFC sin el axioma de infinitud mas el axioma “todo conjunto es
finito”)? Vamos a ver que no es descabellado responder que si.

En primer lugar nos encontramos con el obstaculo obvio, y es que en AP no
es posible hablar de sucesiones infinitas arbitrarias. No obstante, la consistencia
de AP no requiere que no existan sucesiones infinitas arbitrarias de ordinales
estrictamente decrecientes, sino que basta con que no exista ninguna definida
aritméticamente (mediante una funciéon recursiva primitiva, de hecho), y esto
si que es expresable en el lenguaje £,. Podriamos introducir facilmente un
concepto de “sucesion infinita de ordinales definida por una férmula”, pero en
realidad es més préctico trabajar con una formulacion equivalente del principio
de buena ordenacion.

Induccién transfinita hasta eg Si, para un ordinal arbitrario o, bajo la
hipdtesis de induccion de que todos los ordinales B < « cumplen una propie-
dad P(B), podemos demostrar P(«), entonces podemos asequrar que todos los
ordinales (de E) cumplen P(«).

Si el lector considera que el concepto de “propiedad arbitraria” es nebuloso
fuera del marco de una teoria axioméatica formal, sefialamos que, en lo tocante
a la consistencia de AP, s6lo necesitaremos considerar una en concreto, que
podemos definir explicitamente.

La demostracion de Takeuti del principio de buena ordenaciéon dada en la
seccion anterior implica que la induccion transfinita hasta €y es valida, pues si
P(a) cumple la hipotesis del principio de induccion, pero existe un ordinal «q
que no cumple P(ay), tiene que existir ay < ap que tampoco cumpla P(ay),
luego a su vez tiene que existir un as < @y que tampoco cumpla P(as), y de este
modo construimos una sucesion infinita estrictamente decreciente de ordinales.

Reciprocamente, el principio de induccién transfinita implica que no existen
sucesiones decrecientes de ordinales, pues si hubiera una, basta tomar como
P(a) la propiedad “« no aparece en la sucesion” para concluir que ningtn ordinal
aparece en la sucesion.

Por descontado, en una teoria de conjuntos como ZF, la induccioén transfinita
hasta ¢y puede probarse trivialmente a partir de la buena ordenacién del ordi-
nal ¢p tal y como se define usualmente, pero, dado que implica la consistencia
de AP, es interesante saber que es posible demostrarla “de verdad”, en lugar de
demostrar una mera formalizaciéon del principio en una teoria de conjuntos, pues
el hecho de que la teoria de conjuntos permite probar la consistencia de AP es
poco menos que trivial.
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Ahora es facil formalizar el principio de induccién transfinita en £, al menos
si consideramos unicamente propiedades definibles mediante férmulas. Para
cada formula ¢(«, 21,...,z,) de L,, podemos considerar la formula

¢ —IND(eg) = Ao € E(\S < a¢(8) = ¢(a)) = Na € E ¢(a).

El resultado de Gentzen que ya hemos citado y que demostraremos en el
capitulo siguiente admite una prueba completamente finitista, por lo que es
formalizable en ARP, concretamente mediante la férmula

¢ — IND(eo) — Consis AP,
para una cierta formula® ¢.

El segundo teorema de incompletitud de Gédel implica entonces que la sen-
tencia ¢ — IND(eg) no es demostrable en AP. Sin embargo, el argumento pura-
mente aritmético que hemos dado en la seccién anterior prueba que es verdadera
en su interpretacién natural, asi que es natural preguntarse qué hay en dicho
argumento que no “quepa” en AP.

Sucede que “casi todo” el argumento de Takeuti es formalizable en AP. Para
explicar esto consideramos las versiones parciales siguientes del principio de
induccién transfinita:

¢ —IND(0) = A € E(Ad < a¢(8) = ¢(e)) = AB <0 ¢(a).

La hipotesis de ¢ — IND(#) es la misma que la de ¢ — IND(eg), pero en
lugar de concluir que todos los ordinales cumplen ¢(«), limita la conclusion a
los ordinales menores o iguales que 6.

Si definimos formalmente los ordinales ¢-accesibles como los que cumplen ¢p—
IND(#), sucede que el argumento que prueba teorema el 6.22 puede formalizarse
en AP. No obstante, vamos a dar otro argumento mas simple debido a Gentzen:

Teorema 6.23 (Gentzen) Para toda formula ¢p(a, x1, ..., %m) de L, se cum-
ple:

_ (1) _ (2) _ (3)
Lo—IND@D), | 6—INDW®), I ¢—INDw),

Esto significa que en AP, bajo la hipotesis
Aa € E(N\S < a¢(6) — ¢(a)),

podemos demostrar que todos los ordinales menores que w cumplen ¢(«), y
que todos los ordinales menores que w® cumplen ¢(), y que todos los or-
dinales menores que w® cumplen ¢(a), etc. En particular, podemos probar
que cualquier ordinal « en concreto (representado por un designador, como
a=w +wtT 4 9), cumple ¢(a), pero —al menos para algunas formulas ¢—
no es posible demostrar Aa € E ¢(a).

9Concretamente b
d(a) = ﬁ\/D(A—P(fz = 2) A o(D) = a),

donde o(D) = a es una férmula A; en AP (o Ag en ARP) que formaliza el concepto de ordinal
de una demostracién. Vemos que ¢(a) es una formula de tipo IT;.
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DEMOSTRACION: Definimos ¢*(a) = A8 < a ¢(8) y
¢'(n) = Na(¢™ (@) = ¢"(a +w")).
En primer lugar vamos a demostrar en AP la implicacion:
Nee E(N8 < ag(B) = ¢(a)) = Anpe E(NG <n¢'(8) = ¢'(n).  (6.1)
Suponemos, pues,

N € E(N\B < a¢(B) — ¢(a)) (6.2)

y observamos que esto implica

Ne € E(NB < a¢™(B) = ¢"(a)). (6.3)

En efecto, fijamos o € E y suponemos \B < a ¢*(3). Como ¢*(3) — #(5),
tenemos A3 < a ¢(f), luego por (6.2), podemos concluir ¢(a), luego concluimos

NB = a¢(B), que es ¢*(av).

Fijamos ahora n € F y suponemos
NS < nd'(6). (6.4)

Tenemos que probar ¢'(n). Para ello fijamos un ordinal o, suponemos ¢*(«) y
tenemos que probar ¢*(a + w").

Distinguimos tres casos, segin que si 7 = 0, o bien 7 es un ordinal sucesor
=474+ 1, o bien 1 es un ordinal limite.

Si n = 0 tenemos que probar ¢*(a + 1), pero la hipétesis ¢*(a) equivale a
AB < a+16(B) y por (6.2) concluimos ¢(a + 1), lo que nos da ¢*(a + 1).

Sin =+ 1 tenemos que demostrar ¢*(a + w’*1). Para ello demostramos
por induccién sobre k, que se cumple

Nk ¢* (o + w® - k). (6.5)

Para k = 0 esto se reduce a ¢*(«a), y estamos suponiendo que se cumple. Ahora
suponemos ¢*(a +w® - k). Por (6.4) tenemos ¢'(d), que, por definicion, implica

P (a+w® k) = ¢ (a+w’® -k +w’),
luego concluimos ¢* (o + w®(k + 1)).

Esto termina la prueba de (6.5), y de aqui se sigue AB < o + w’ - w¢*(B),
pues es facil ver que, si f < a 4+ w® - w, existe un k tal que f < a +w’ -k, y
por (6.5) se cumple ¢*(a + w? - k), luego también ¢*(3). Por (6.3) concluimos
#*(a + w’ - w), que es lo mismo que ¢*(a + w?*1h).
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Por ltimo, si 7 es un ordinal limite, para cada f < a + w" existe un § < 7
tal que B < a+w’. Por (6.4) tenemos ¢'(§), lo cual nos da ¢*(a) — ¢*(a+w?),
luego de hecho tenemos ¢*(a + w?) y también ¢*(3). Esto prueba que

NB < a+uw"¢"(B),
luego por (6.3) tenemos ¢*(a + w™).

En segundo lugar vamos a probar la implicacién
Ao < w™ ¢ (a) = Ao < w™) ¢(a). (6.6)

En efecto, si se cumple Ao < w(™ ¢’(«), en particular tenemos ¢’ (w™), es
decir,

Na (@™ (@) = ¢"(a+wHD)),
luego haciendo a = 0 obtenemos ¢*(w™*1), que es Aa < w1 ¢(a).

Con esto ya podemos concluir. Por ejemplo, para demostrar ¢ — IND(w®),
suponemos

Ne e E(N\B < ag(B) = ¢(a)),
de donde, aplicando repetidamente (6.1),

N € E(N\B < ad'(B) = ¢/ (),

Na € E(NB < ad”(B) — ¢ (a)),
Na € E(NB < ad”(B) = ¢" (o). (6.7)

En particular (6.7) vale para todo ordinal finito «, luego por induccion conclui-
mos que Aa < w ¢ (a), y aplicando (6.7) a a = w tenemos Ao < w™) ¢ ().
Ahora aplicamos repetidamente (6.6) y obtenemos

Ao =zw® ¢"(@), Aa=w® ¢ ), Aa=xw? o),

lo que concluye la prueba de ¢ — IND(w®).

Es obvio que el mismo procedimiento permite demostrar ¢ — IND(w(")) para
todo numeral n =0,1,2,3,4... [

Nota Observemos que el argumento de la demostraciéon anterior no permite
demostrar
An ¢ — IND(w™),

lo cual permitiria a su vez demostrar ¢ — IND(¢g), porque necesitamos que n
sea un numero natural concreto, por ejemplo, 4, para aplicar tres veces (6.1)
(pasando de la hipotesis sobre ¢ a la hipotesis analoga sobre ¢’) y luego aplicar
tres veces (6.6) para llegar a la conclusion. Con una variable n en lugar de un
numeral no podriamos pasar a ¢ seguida de n “comitas”’. El razonamiento vale
paran =4 on = 2000 o el n que sea, pero sélo tiene sentido si se trata de un
n en particular, y la demostracién serd més larga cuanto mayor sea n. m
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Asi pues, el tnico paso del argumento que demuestra el principio de induc-
cion transfinita que no es formalizable en AP es el paso que nos lleva de la
accesibilidad de cada ordinal w(™ a la accesibilidad de todos los ordinales. Esto
se debe a que, aunque en AP podemos demostrar, ciertamente, que

Na € EVna < w("),

no podemos demostrar que todo ordinal a sea anterior a w, o bien a w®, o
bien a w®), etc., sino que AP admitira modelos no estandar en los que haya
ordinales w(™ con n mayor que cualquier nimero natural “de verdad”.

Ahora bien, si estamos dispuestos a admitir, no sélo que AP es consistente,
sino que tiene un modelo natural de modo que todos los teoremas de AP son
verdaderos en su interpretaciéon natural, entonces podemos concluir que el prin-
cipio de induccién transfinita es vélido sin mas base que el teorema 6.23. En
efecto, si para un ordinal arbitrario «, bajo la hipétesis de induccién de que
todos los ordinales < « cumplen una propiedad P(8), podemos demostrar
P(a), entonces:

1. Todos los ordinales a < w cumplen P(a) (porque!® ¢ —IND(w) es demos-
trable en AP),

2. Todos los ordinales @ < w(® cumplen P(a) (porque ¢ — IND(w(®) es
demostrable en AP),

3. Todos los ordinales o < w® cumplen P(a) (porque ¢ — IND(w®) es
demostrable en AP), ...

Y la conclusion de estos hechos es que todos los ordinales cumplen P(«),
porque todo ordinal & cumple o < w, o bien a < w®, 0 bien a < wW®), ete.

Asi pues, podemos afirmar —sin contradecir al segundo teorema de incom-
pletitud de Goédel— que la aritmética de Peano es capaz de demostrar la validez
de la induccién transfinita hasta €g, no en el sentido —obviamente falso— de que
en AP se pueda demostrar ¢ — IND(¢g), sino en el sentido de que alguien con-
vencido de que los teoremas de AP son verdaderos debe admitir que ¢ —IND(eg)
también lo es, a pesar de que no sea demostrable (y de que, por consiguiente,
no serd verdadero en todos los modelos de AP, pero si en el natural).

10En principio, el argumento que estamos dando requiere que la propiedad P(«) sea forma-
lizable en términos de una formula ¢(«) de Lq, pero en realidad esto no es necesario, pues
la prueba del teorema anterior no ha usado en ningin momento que ¢ sea precisamente una
formula de £,. Nada impide considerar un lenguaje £, que resulte de anadir a £, un relator
monadico Ra y considerar la teoria AP* que consta de los axiomas de AP con el esquema
de induccion extendido a férmulas de £. Entonces cualquier propiedad P(«) objetivamente
definida puede usarse para extender el modelo natural de £, a un modelo de £ en el que el
relator R se interprete como la propiedad P, y la prueba del teorema anterior vale igualmente
para la formula ¢(a) = Ra, lo cual prueba la validez de la induccién transfinita respecto de la
propiedad P hasta cualquier ordinal w(™). Esto permite aplicar la induccién transfinita hasta
€0 a los combates entre Hércules y la Hidra sin presuponer que Hércules sigue una estrategia
“aritmética” a la hora de decidir qué cabeza corta en cada asalto.
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6.6 Heércules y la Hidra II

Veamos ahora conexién entre los ordinales y el problema de Hércules y la
Hidra. La clave esta en que a cada hidra le podemos asociar un ordinal. Para ello
vamos asignando un ordinal a cada uno de sus nodos segun el criterio siguiente:

1. El ordinal asociado a una cabeza es 0.

2. Si de un nodo salen n ramas que llegan a nodos cuyos ordinales asociados
son 19 = My = -+ = Ny, el ordinal de dicho nodo es w™ 4 - .- 4 W'

El ordinal asociado a la Hidra es el asociado a su raiz.

0 0
Por ejemplo, el ordinal asociado a hidra que he- s 7
mos considerado al principio de la seccién 6.1 es \ /
0 0
a=w" w1, g J 42
Notemos que a partir de o« podemos reconstruir el 0 \ /

2
arbol. El hecho de que « conste de tres suman- !* 2 Jort+l

dos nos indica que de la raiz de la Hidra salen tres \
ramas, de las cuales, la correspondiente a 1 = w°
termina en una cabeza, la correspondiente a w! ter-
mina en un nodo de ordinal 1 = w°, lo que indica que de él sale una tnica rama
que termina en una cabeza y, por iltimo, la tercera rama tiene ordinal w? 4 w?,
lo cual indica que de ella salen otras dos ramas, una que termina en una cabeza
y otra de ordinal 2 = w® 4+ w?, de la cual salen dos ramas que terminan en otras
tantas cabezas.
Asi pues, cada ordinal a € E se corresponde biunivocamente con una hidra.
La hidra muerta (a la que solo le queda la raiz) es la de ordinal 0. Los numeros
naturales corresponden a las “hidras bebés”, cuyas cabezas salen todas de la raiz.
La tabla siguiente muestra el ordinal de la Hidra después de cada asalto en el
que empleamos la estrategia de cortar la cabeza maés alta con el mayor niimero
de hermanas. Es facil calcular el ntimero de cabezas. Por ejemplo, tras el quinto
asalto, de la raiz salen 12 ramas, de las cuales 4 conducen a grupos de 7 cabezas
hermanas, otras 6 conducen a grupos de 6 cabezas hermanas y luego hay otras
dos cabezas sin hermanas, en total 7-4+46-6 + 1+ 1 = 66 cabezas.

o w“’2+1+w+1

Asalto Ordinal Asalto Ordinal
0 Wt w41 6 w34+ wh 134+ w41
1 w2t 441 7 w24 w21+ w+1
2 wett w1 8 w +wl-30+w+1
3 W+ w41 9 Wl 40+ w+1
4 Wb +w+1 10 |wb- 394w 114+w+1
5 Wwd+wh - 6+w+1 11 w8 38+ wP-234+w+1

La clave de la victoria de Hércules esté en que, aunque el nimero de cabezas
va aumentando, el ordinal de la Hidra disminuye en cada asalto, y eso no es
casual, sino que es cierto sea cual sea la cabeza que Hércules le corte a la Hidra.
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En efecto, supongamos que le cortamos a la Hidra una cabeza que no sale
de la raiz, sino de un nodo que tiene por debajo otro nodo de ordinal a.. Este «
sera de la forma

a=wm kg4 - +whm -k,

conny > m = -+ = n,. Pongamos que la cabeza cortada estd en una de las
ramas de ordinal 7;. Entonces n; = ' + 1, donde el 1 corresponde a la cabeza
cortada. Por lo tanto, tras la decapitacion, tenemos que cambiar uno de los
sumandos w™, con lo que nos queda w" (k; — 1), y por otra parte tenemos que
anadir m + 1 sumandos w"/, donde m es el niimero de asalto en curso. En total,
hemos de cambiar:

Wy e W (ky — 1) + W - (m 4 1).

En suma, quitamos un término w’ y anadimos m + 1 términos W < W,
Claramente, esto hace que a cambie a un ordinal o < «, y es claro que en-
tonces el ordinal de la raiz también pasa de un ordinal 8 a otro 8’ < 3, pues
para compararlos nos encontraremos todos los términos iguales hasta llegar al
correspondiente a la rama donde estaba la cabeza, para comparar estos términos
comparamos los exponentes, y seran todos iguales excepto los correspondientes
a la rama donde estaba la cabeza, y asf vamos subiendo hasta llegar a los expo-
nentes o’ < «. Si la cabeza cortada sale de la raiz, el ordinal de la Hidra pasa
de un cierto o + 1 hasta «, luego también disminuye estrictamente.

Asi pues, dado que el ordinal de la Hidra disminuye estrictamente en cada
asalto, el hecho de que la Hidra muere necesariamente tras un ntmero finito
de asaltos (sea cual sea el criterio que siga Hércules para elegir la cabeza que
corta en cada uno de ellos) es consecuencia inmediata del principio de buena
ordenacion: Una batalla en la que Hércules no venciera se corresponderia con
una sucesion infinita estrictamente decreciente de ordinales.

La estrategia ‘““izquierda” Ahora podemos analizar mas comodamente la
estrategia que hemos discutido anteriormente, es decir, la consistente en cortar
una cabeza de altura méxima y con el mayor nimero de hermanas. En términos
de ordinales es facil ver que consiste en cortar la cabeza situada “més a la
izquierda”, en el sentido siguiente: partimos de la raiz subimos hasta cualquiera
de los nodos de ordinal mayor, y desde éste a cualquiera tenga a su vez ordinal
mayor, y asi hasta llegar a una cabeza, y ésa es la que cortamos.

En nuestro ejemplo, para el primer asalto, partimos de la raiz 0, que tiene
ordinal w*’ ! +w + 1, subimos al nodo 1, que tiene ordinal w? + 1, desde ahi al
nodo 2, que tiene ordinal 2 y luego a cualquiera de los nodos 7 u 8, que tienen
ordinal 0 (son cabezas), asi que cortamos cualquiera de ellas.

Analizar en general la evoluciéon de la Hidra bajo esta estrategia puede ser
complicado, pero la situacion se simplifica cuando llegamos a un ordinal < w®,
cosa que en nuestro ejemplo sucede en el tercer asalto.

En general, si tras el asalto n la Hidra tiene ordinal

wa.b_f_wa_l.c_i'_...’
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(compéarese con n = 4, a = 7, b = 5, ¢ = 0 en nuestro ejemplo), tras el
asalto n + 1, tenemos que b se reduce a b — 1 (hay un grupo menos de cabezas
hermanas de tamafio maximo a) y ¢ aumenta hasta ¢+ n + 2 (un grupo de a
cabezas hermanas ha pasado a tener a — 1 y se han generado otros n+ 1 grupos
iguales). Por consiguiente, tras el asalto n + b el ordinal sera

W e+ (n+2)+ 43+ F(n+b+1) +---

_ w“_l(c—i— (2n+;)+ 3)b> n
de modo que a se ha convertido en a—1y b se ha convertido en c+(2n+b+3)b/2.
El lector puede comprobar que esta férmula predice el ordinal que muestra
la tabla siguiente para el asalto n+b = 9. Si la vamos aplicando sucesivamente,
obtenemos los resultados de la tabla. Asi, tras el nimero de asaltos n que se
indica en la ultima fila de la tabla, la Hidra llega a tener altura 1 con tantas
cabezas como se indica en la columna b.

n a b c

318 110

4|7 510

9|6 4010

49 | 5 1220 | 0

1269 | 4 805810 | 0

807079 | 3 325688659655 | 0

325689466734 | 2 | 53036814370901491046740 | 1

53036814371 | 1 1406 451839324004 993542 | 1
227180513474 381 326234890768 738031071
1406451839 | 0 989 053 388 168 938 379
324004993 542 565 429 552 367 644 648 402 300
434 363049 261 580972977512412 313 364 046
995918 544 545 356 366 229 560 313 533 900 782

Por lo tanto, la Hidra muere al cabo de n + b asaltos, que es el valor

989 053 388 168 938 379 565 429 552 367 644 648 402 300 582
379429 351736 318 357 588 790 729 278 822 309 452 445 327

que ya habiamos adelantado.

En general, es inmediato que la funcion N;(«) que a cada ordinal « le asigna
el namero de asaltos necesarios para matar la Hidra de ordinal « siguiendo la
estrategia “izquierda” es recursiva (para calcularla, basta programar un ordena-
dor para que vaya calculando el combate y cuente los asaltos que transcurren
hasta que la Hidra muere). No es inmediato que sea recursiva primitiva, pues
a priori no sabemos cuanto tendremos que esperar hasta que el calculo termine
(eso es justo lo que queremos calcular). Sin embargo, la prueba que hemos dado
en la seccién 6.1 de que la estrategia “izquierda” siempre acaba matando a la
Hidra prueba que lo es, es decir, que podemos llegar al final del combate sin
tener que esperar a ver cuando sucede.
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En efecto, es pura rutina comprobar que la funcion H;(«, n) que proporciona
el ordinal de la hidra que resulta de cortar la cabeza “izquierda” de la hidra de
ordinal « en el n-simo asalto es recursiva primitiva, asi como las funciones h(«),
m(a) y s(«) que proporcionan la altura, el maximo ntimero de cabezas hermanas
de altura maxima y el ntimero de grupos de tales cabezas, respectivamente, de
la hidra de ordinal « (todas ellas se pueden calcular sin considerar en ningin
momento ntmeros naturales mayores que «). Definimos entonces

Hi(oz,n, O) = Hi(aa n)7 Hi(Oé, n,J+ 1) = Hi(Hi(av n7j)7n +.])a
que nos da el ordinal de la Hidra tras j asaltos. A su vez, definimos
Bo(n, k) = <H2(TL%, TL%, k)v TL% + k>2 y

que cumple By({a,n), , k) = (Hi(o,n, k),n + k),, que a cada par («,n) corres-
pondiente a un ordinal y un ntimero de asalto, le asigna el par correspondiente
tras k nuevos asaltos.

Seguidamente definimos By ({«,n),) = Bo({c,n), , s(«)), que proporciona el
estado de la Hidra (y el namero de asalto siguiente) tras los asaltos necesarios
para reducir m(«) en una unidad. A su vez definimos

B2(<a7n>2 70) = <a7 n>2 ’ BQ(<O¢,TL>2 J+ 1) = BI(B2(<O‘ﬂ n>2 ,j)),

que aplica repetidamente la funciéon Bi, y Bs({(o, n),) = B2({a,n) ,m(cx)), que
proporciona el estado de la Hidra (y el nimero de asaltos siguiente) tras los
asaltos necesarios para reducir h(a) en una unidad.

Finalmente definimos Bs(a) = Ba({«, 1), , h(a)), que nos da el estado de la
Hidra (y el nimero de asalto siguiente) tras los asaltos necesarios para reducir
su altura a 0. Asi, la Hidra muere tras el asalto

Nz(a) = B4(Oé)% + m(B4(a)§) —1.

La estrategia “derecha” Hemos mencionado también la estrategia opuesta
a la “estrategia izquierda”, es decir, la consistente en cortar en cada asalto la
cabeza de la Hidra de menor altura y con un menor nimero de hermanas. Es
facil convencerse de que se trata de la cabeza situada “més a la derecha”; en el
sentido de que es la cabeza a la que llegamos ascendiendo por la Hidra desde su
raiz pasando en cada paso al nodo de menor ordinal, es decir, el correspondiente
al exponente de la derecha del ordinal del nodo de partida.

Es facil describir el ordinal Hy(a,n) de la hidra que resulta de cortar una
cabeza en el asalto n — 1-simo a la hidra de ordinal o

0 si =0,
I3 sia=p+1,
Hy(a,n) = 5iwron Sa=ftwt

B+ wHamn) ¢ o = B+ w", con 7 limite.

Vemos que se trata simplemente del término n-simo aln] de la sucesion
fundamental de a.
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En otras palabras, si Hércules emplea la estrategia derecha y la Hidra tiene
ordinal o, entonces el combate es

a— af2] = af2][3] = a]2][3][4] — - -

Por ejemplo, la tabla siguiente muestra los ordinales correspondientes a los
primeros asaltos del combate contra la hidra que estamos tomando de ejemplo
si Hércules aplica la estrategia derecha:

n aln] n aln] n aln]
R I I I 19 | w6 4+ @ 6+19
2 | w1 4w 8| w64 wes .
3| w1 +3 9w 6+w T | 38 | w6+ w O
39 | w6 + W BT39
6 | wt! 18 | w6+ w7

Si llamamos L, (n) a la funciéon que da el nimero de asaltos para derrotar a
una hidra que antes del asalto n — 1-simo tiene ordinal «, claramente se cumple
que

LO(”) =0, La(n) = La[n] (n + 1) +1.

La segunda ecuacion afirma que para derrotar a una hidra que antes del
asalto n — 1-simo tiene ordinal « es necesario un asalto mas que para derrotar
a una hidra que antes del asalto n-ésimo tiene ordinal a[n].

El nimero de asaltos necesarios para derrotar a una Hidra de ordinal o con
esta estrategia es
Ny(a) = Lo(2).

Como el en caso de N;(«), es claro que esta funcion es recursiva, pero veremos
que no es recursiva primitiva. n

6.7 Induccion transfinita aritmética

Ya hemos senalado que la demostracion del teorema 6.23 no se apoya en
ningtin momento en que la féormula ¢(a) sea aritmética, por lo que vale sin
cambio alguno si sustituimos AP por cualquier teoria aritmética sin exigir que
la formula ¢ sea aritmética (en AP no hay nada que exigir porque todas las
formulas son aritméticas).

Terminamos este capitulo con un ejemplo de que puede ocurrir que una re-
lacion de orden definida sobre un conjunto de ntimeros naturales puede admitir
sucesiones infinitas estrictamente decrecientes y, al mismo tiempo, satisfacer
el principio de induccion transfinita para formulas aritméticas (lo que se tra-
duce en que tales sucesiones infinitas no pueden ser definidas mediante férmulas
aritméticas). Mas precisamente, vamos a demostrar lo siguiente:
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Teorema 6.24 Existen formulas v € A y x <y de tipo Ay en L, tales que en
AP se demuestra:

1. Nse As ds,

2. Nste A(s <t Nt<ds—s=t),
3. /\stueA(sﬂt/\tﬂu—)sﬂu),
4. Nst € A(s 9t Vvit<s).

ast como el principio de induccion transfinita
At(A\s < ta(s) = a(t)) = As € Aa(s)

para toda formula a(s;x1,...,x,) de L,, pero a la vez eriste una sucesion de
numerales {on 52, tales que en AP se demuestra, para cada nimero natural n,
que

on €EANOp1 <Oy

DEMOSTRACION: Por comodidad trabajaremos en La.rp. Consideramos los
funtores dados por

NO)="0, N(n+1)='S"N(n).

D(t) = x|Vt <tt="8"1](D(Pre;(t))+1)
+  x[Vtita < tt = t1"+'t2)(D(Prey (t)) + D(Prea(t)))
+  x[Vtita < tt = t17 3] D(Prey (t)) D(Prea(t)),

donde Pre; y Prey son los funtores definidos en la pagina 175.

Asi, N(n) es el numeral de I_La_| que denota a n. En particular, si n es un

r,_—\

namero natural metamatematico, en ARP se demuestra que N("n') = ™n'.

Por otra parte, si ¢ es un designador de I—La—l, entonces D(t) es el nimero
natural denotado por t en el modelo natural. En particular, si t es un designador
metamatematico, en ARP se demuestra que D("t') = N(t).

Consideremos ahora la funcién

Fla) = { 1 si o es una sentencia de £, y NF q,
0 en otro caso.

El teorema de Tarski [LM 9.7] afirma que F no puede definirse en AP. Vamos
a explotar este hecho para construir la relaciéon de orden requerida.

Aunque no podamos definir 3 en AP, podemos anadir un funtor F' a L,
y considerar el modelo Ng de £,,, més el nuevo funtor que extiende al modelo
natural de L,,, interpretando F' como la funcién F. Es claro que Ny F ®, donde

®=Au((F(u)=0V F(u)=1) A
(F(u) =1— (u € Form('L,') A VLF(u) = 0 A
(F(u) =0 AueForm('Ly') AVLF(u) =0 — ---))
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donde los primeros puntos suspensivos son la conjuncion de las férmulas siguien-
tes:

1. Vtito < u(u=t,"=Tty — D(t1) = D(t2)),

2. Na(u="=a = F(a) =0),

3. NaB(u=a'VB = F(a) =1V F(3) = 1),

4. Nav(v € VarLig(rLa—l) Au= I—/\—Iva - Am F(Sf,\’(m)a) =1),

5. Naw(v € VarLig(' Lo ) A u = I—\/—Iva - Vn F(Sfy(n)a) =1).
y los segundos puntos suspensivos son la conjunciéon de:

1. Vtita < u(u = t;"="ty — D(t1) # D(t2)),

2. Na(u="=a— F(a) =1),

3. NaB(u=a'V' — F(a) =0 F(B) = 0),

4. Now(v € VarLig('L, ) A u = I—/\—Ivoz —\Vn F(Sf;v(n)oz) =0),

5. Naw(v € VarLig(rﬁaj) ANu= r\/jvoz - Am F(Sf,v(m)a) =0).

Maés aiin, la sentencia ® determina completamente a F', en el sentido de que
si M es un modelo que extiende al modelo natural de L., y M F @, entonces
M(F) es necesariamente la funcion .

Observemos también que si « es cualquier sentencia de £,, una simple in-
duccién sobre la longitud de a prueba que

E(@ = (F(a) < a)).

El teorema de Tarski implica que la presencia del funtor F' en este resultado
es esencial. No obstante, vamos a ver que “casi” podemos eliminar F' de ®.
Para ello empezamos reescribiéndola de modo que F' intervenga de la forma
maés simple posible. La sentencia siguiente es claramente equivalente a ®:

&' = AuguiusuzvovivavsvmVugvgn(ug = Fvg) A -+ Aug = F(vg) A
vz = SNy Awvg =8Ny — ((ug =0V ug =1) A
(up =1 — v € Form('L,") A VLF(v) =0 A -+) A
(uo = 0 A vy € Form("L, ") A VLF(vg) = 0 — --+)))

donde los primeros puntos suspensivos son la conjuncién de las férmulas siguien-
tes:

1. \/tltz < Uo(u =t1"="y — V(tl) = V(tz)),

2. v = rﬁ—l’Ul — Uy = 07
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3. v9=v1'"Vvg = u; =1Vuy =1),

4. v e VarLig(rLa—l) A vg = r/\jvvl —ug =1,

5. v € VarLig(rLa—l) Avg = r\/jvvl — ug = 1.

y los segundos son la conjuncién de las formulas siguientes:

1. Vtita <wo(u = t1=ty — V(1) # V(t2)),

2. vg="=vy > u =1,

3. vg=v1'V'vg = u; =0 A ug =0),

4. v € VarLig(rLaj) A vy = r/\jvvl — uy =0,

5 v € VarLig(rLaj) A vy = r\/jvvl — usz = 0.

A su vez, podemos contraer los cuantificadores, de modo que @’ es equiva-
lente a AuVov ¥(u,v), donde

U(u,v) =L(u) =10 Al(v) =3 A ug = F(ua) A uy = F(us) A ug = Flug) A

us = F(uz) A vy = F(v1) = ¢(u,v),

donde ¢ es una formula Ag de Larp. Tenemos que Ny F Au\Vv ¥ (u,v), luego
podemos definir la funcion

G(n) = pm Ng E U(n,m).

Si anadimos otro funtor G a L, ¥ consideramos el modelo Ng g en el que
F y G se interpretan respectivamente como F y G, tenemos que

Ny g F Auv ¥ (u,v),

donde
U (u,v) =L(u) =10 A l(v) =3 Av=G(u) A

wo = F(ug) ANuy = Fus) Aug = Fug) Aug = F(uy) Avg = F(vr) = é(u,v)
y, més atn, si un modelo M extiende al modelo natural de £,,, y cumple

M E Nuv V' (u,v),
necesariamente M (F') es F. Igualmente, para toda sentencia « de L,

A}F—{P(/\uv U (u,v) = (F(Ta") < a)).

Ahora consideramos la funcion

[ F(k) sin=2E,
H(”){g(k) sin=2k+1,
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asi como el lenguaje que resulta de afladir a £,,p, un funtor H y el modelo Ny
en el que H se interpreta como H. Entonces Ng¢ E Auv U (u,v), donde

U (u,v) =l(u) =10 A l(v) =3 Av=HQ2u+1) Auyg = H(2us) A
ur = H(2us) A ug = H(2ug) A us = H(2uz) A vg = H(2v1) — ¢(u,v),
y si un modelo M que extiende al modelo natural de £,,, cumple
M E Nuv ¥ (u,v),

entonces la funcion M (H)(2k) es F. Ademas, para toda sentencia « de L, se
cumple que
F o’ H(2a" .
(A W (u,0) = ()  a))
Nuevamente podemos contraer los cuantificadores definiendo
\IJW(U) = é(u) =16 A Z(um) =3 Aup= 2u|10 + 1 Aupp = 2uqg A

U2 = 2’LL5 A Uiz — 2U6 A\ U4 = 2U7 A\ Ul — 2(U10)1 A Ug = H(ull) A
Uy = H(U12) A Ug = H(ulg) A us = H(U14) A (Ulo)o = H(U15) — (b'(u),

donde ¢'(u) = ¢(u|10, u10) s una formula Ay de L,,p. Claramente, la sentencia
Auv ¥ (u,v) es equivalente a Au U (u).

Ahora observamos que en U"”’(u) el funtor H actia tinicamente sobre térmi-
nos u; < u, luego ¥"”’(u) depende tnicamente de la restriccion de H a u. Esto
nos lleva a definir

s€A=Nu<l(s)(l(u) =16 A €(uip) =3 Autp = 2ulio + 1A
Uil = QU4 AU = 2’LL5 A U1z = 2u6 N Uiy = 2'LL7 AN U5 — 2(U10)1 A
ug = S(Ull) A Uy = S(Ulg) A Ug = S(Ulg) A uz = S(’U,14) A

(u10)o = s(u1s) — ¢'(u)),

de modo que s € A es una formula Ay de L, (sin funtores anadidos) que
obviamente cumple
Ast(sCtAte A—se A).

Ahora Au¥"(u) es equivalente a
As(N\i < £(s) s; = H(i) — s € A).
En particular, si llamamos o, al numeral correspondiente a la sucesién
(H(0),...,H(n—-1)),

tenemos que11

All—{P(an EANOT,C Onyt1).

HEn principio tenemos que oy, € A A 0y, C 041 €s una sentencia verdadera en el modelo
natural de Larp, pero es una sentencia Ag, luego es demostrable por el teorema 5.6.
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Definimos!2

s<At=sc ANtE AN T sV Vi<l(s)(i<l(t)As|i=t; As(i) <t(i))).
Notemos que tanto s € A como s < ¢ son férmulas Ay en L,,p, luego son
equivalentes en I¥; a formulas Ay en £,.

Es facil probar en ARP que < es una relacién de orden total, es decir, las
cuatro sentencias enumeradas en el enunciado de 6.24. Esto no depende de la
definicion de A. Como obviamente t C s — s < t, los numerales o,, que tenemos
definidos cumplen

AEP(on € ANOpt1 <oy).

Finalmente vamos a probar en AP el principio de induccién transfinita.

Para ello suponemos que At € A(As <1 ta(s) — a(t)), pero que existe un
s € A tal que —a(s). Notemos que entonces,

At € A(=a(t) = Vs € A(s < t A —a(s))).

Recordemos que en AP podemos demostrar que si \/u, ¢(u) existe un (tinico)
minimo nimero natural que cumple ¢(u) (teorema [LM 5.26]), y lo podemos
representar por pu ¢(u). En particular podemos definir

so=ps(s € AN-a(s)), spe1=pus(s € AN-a(s)As<sy),
y una simple induccién prueba que
An(s, € AN =a(sn) A spi1 < 8n).
Ahora distinguimos dos casos:
1) AmVn > ms, IZ Spt+1. Entonces llamamos
no = pn sp I Spi1, N1 = pn(n > ng + 1A 8, I Spp1).
Asi 8y, I Spj41 E Snyyy» lU€g0 Sy, I Sy, v llamando s), = s, tenemos que
An(s), € ANS, 4 <Asl Ash sl ).

Por lo tanto, para cada n existe un unico i, tal que

in < L(sp,) Nin < 6(5;+1) A spli, = 3/n+1|in A s/n+1<in) < sp,(in)-
Veamos que no puede existir un k tal que Am\/n > mi, < k. En tal caso
tomamos el minimo posible, con lo que existe un r tal que Am > ri,, > k,
luego, mas concretamente, Am > r\n > mi, = k. Podemos definir

no=pun(n>rAi, =k), nj=unn>n;+1Ai,==k),

con lo que s, (k) = s, 1(k) < s, (k), con lo que tendriamos definida una

sucesion decreciente de niimeros naturales, lo cual es imposible.

12La situacion de fondo es que la formula s € A define un subarbol de 2<% y la relacién
s <4t que estamos definiendo no es sino el orden de Brower-Kleene asociado [TD 4.20].
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Asi pues, Ak\Vm/An > mi, > k, lo que nos permite definir
nozum/\nzmin>io, nj+1:um/\n2min>inj.
Entonces, si llamamos t; = s;, [, , tenemos que ¢; € Ay

Cs

7/1:,]- MNj41

t;=s, =g

7 i7zj MNj4+1 i7lj+1 = t]+1

2) VmAn > ms, C Sn+1- En tal caso definimos t,, = 41, ¥ asi se cumple
igualmente que
An(t, € ANt, Ctoir).

En ambos casos tenemos que

AnVEVm(n < €(t) A () = b),
por lo que podemos definir
H(n) =k=\Vm(n < l(tn) Atm(n) =k),
Asi, trivialmente se cumple
As(Ni < (s) s = H(i) — s € A),

Es claro entonces que se cumple \u U (u), pero interpretando ahora ¥’ (u)
como una férmula de £,,},, donde H ya no es un funtor afiadido, sino el término
que acabamos de definir. A su vez, esto implica que si definimos F'(n) = H(2n)
y V(n) = F(2n) =1, en AP podemos demostrar:

1. Sity y to son designadores de I_La—l, entonces

V(tlr:jtz) < V(tl) = V(tg).

. . r. 1
2. Si « es una sentencia de £, , entonces

V(—='a) & —V(a).

. . r,
. Si a y B son sentencias de L, , entonces

w

V(a'V'B) < V(a) VvV V(B).

. TAT . .
4. Si A va es una sentencia de L, , entonces

V(Ava) & AnV(sV®a)).

ot

WL . .7
. Si V va es una sentencia de £, , entonces

V(’_\/jv a) & Vm V(SN ma)).
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De aqui se sigue que si « es una sentencia de £,, entonces en AP podemos
demostrar
V(fa") < a.

Basta razonar por induccién sobre la longitud de «. Pero el teorema de Tarski
[LM 9.7 d] afirma que esto es imposible. Méas concretamente, en su demostracion
se ve que de aqui se deduce una contradiccién, que en este caso no nos permite
concluir que AP sea contradictorio, sino que meramente termina la demostracion
por reduccion al absurdo que habfamos planteado. n

Observemos que en ARP se prueba que A tiene que tener un minimo ele-
mento respecto de la relacion <, pues en caso contrario podriamos definir

S0 =00, Spi1=us(s € ANSs<sy),

y el mismo razonamiento empleado en la prueba del principio de induccién
transfinita para <0 nos llevaria a una contradiccion.
Similarmente, todo s € A tiene un siguiente, pues si sy no lo tuviera podria-
mos definir
Snt1 = us(s € AN sgp<ds<sy),

y nuevamente llegariamos a una contradiccion. Si llamamos s’ € A al siguiente
de s € A y llamamos 0 € A al minimo de A, podemos definir

—

n+1="7

y de este modo podemos identificar los nimeros naturales con los primeros
elementos de A:
0al<2<3<---

Asi, A con el orden < podria parecer una formalizacion aritmética de un
cierto segmento de los ordinales conjuntistas analoga a la que hemos presentado
para los ordinales menores que €y, pero en realidad no es asi, ya que < no se
interpreta como un buen orden en el modelo natural.



Capitulo VII

La consistencia de la
aritmética

En este capitulo expondremos la demostracion de Gentzen de la consistencia
de la aritmética de Peano. En los términos introducidos en el capitulo anterior,
lo que vamos a probar es que si la induccién transfinita es valida hasta eg, enton-
ces AP es consistente. Nos ocuparemos de ello en la primera seccién, mientras
que en la segunda veremos que el argumento puede simplificarse bastante para
probar la consistencia de I¥; a partir de la validez de la induccién transfinita
hasta w“. En la tercera seccién combinaremos las ideas de ambas pruebas para
obtener otros resultados relacionados.

7.1 La consistencia de AP

Tal y como hemos explicado en el capitulo anterior, la prueba de Gentzen
consiste esencialmente en asignar un ordinal a cada demostracion en AP y probar
que si existe una demostracion del secuente vacio, es posible transformarla en
otra de ordinal estrictamente menor.

El ordinal de una demostracién Para definir el ordinal de una demostra-
cion necesitamos introducir algunos conceptos previos:

Definicion 7.1 Definimos el grado de una férmula como el nimero de signos
logicos que contiene (entre conectores y cuantificadores). El grado de un corte
es el grado de la formula de corte. El grado de una induccién es el grado de la
formula de induccion. La altura h(S; D) de un secuente S en una demostracion D
es el maximo de los grados de los cortes e inducciones que hay bajo' S. Si no
hay ninguno, la altura es 0. En particular, el secuente final de una demostracion
siempre tiene altura 0.

L Aqui hay que entender que una regla de inferencia se considera que esta por debajo de su
secuente superior y por encima de su secuente inferior.

235
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Notemos que si una regla de inferencia tiene dos secuentes superiores, am-
bos tienen necesariamente la misma altura, pues ambos tienen exactamente las
mismas reglas de inferencia por debajo. Ademés, la altura de un secuente es
obviamente mayor o igual que la de todos los secuentes situados bajo él.

A cada secuente S en una demostracion D en AP le asociamos un ordinal
0(S; D) segun el criterio siguiente:

1. Si S es un secuente inicial de D, entonces o(S; D) = 1.

2. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitacion con secuente supe-
rior Sy, entonces o(S; D) = o(Sy; D).

3. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor con se-
cuentes superiores Sy y Sz, entonces o(S; D) = o(S1; D)#0(S2; D).

4. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia logica con secuente
superior Sy, entonces o(S; D) = o(S1; D) + 1.

5. Si S es el secuente inferior de una regla de corte con secuentes superiores
Sy y Sa, entonces 0(S; D) = wh, —p, (p1#412), donde

6. Si S es el secuente inferior de una induccién con secuente superior S’,
entonces 0o(S; D) = wp,—po+1(n + 1), donde

hi =h(S";D), ho="h(S;D), o(S";D)=w"+--

El ordinal o(D) de una demostracion D es el ordinal de su secuente final.

w2
Ejemplo La demostracion del ejemplo de la pagina 68 tiene ordinal w® "
La figura muestra los ordinales de los tltimos secuentes:

1 2 6 10

QY W= o W
—
\]

El teorema siguiente lo usaremos a menudo:

Teorema 7.2 Sea D una demostracion que contenga un secuente S1 de modo
que no haya ninguna induccion bajo Sy1. Sea D; la subdemostracion de D for-
mada por los secuentes situados por encima de Sy y sea D} otra demostracion
de S1 tal que o(S1; D)) < o(S1; D). Sea D' la demostracion que resulta de
reemplazar Dy por D} en D. Entonces o(D’) < o(D).
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DEMOSTRACION: Consideremos un hilo de D que pase por S; y vamos
a probar que cada secuente S de dicho hilo situado por debajo de S; cumple
0(S;D") < o(S; D). Luego, basta aplicar esto al secuente final de ambas pruebas.

Por hipotesis se cumple cuando S = S, y basta probar que si un secuente S’
cumple la desigualdad, lo mismo sucede con el secuente S que esta inmediata-
mente por debajo en el hilo. Esto se comprueba regla a regla.

Si la regla que pasa de S’ a S es de debilitacion, tenemos que
o(S; D) = o(S"; D) < o(S"; D) = o(S; D).

Si se trata de la regla izquierda del disyuntor y sus secuentes superiores son
S’y §”, entonces o(S”; D) = o(S”; D) y

o(S; D) = o(S"; D")#o(S"; D') < o(S’; D)#0(S"; D) = o(S; D).

Si se trata de una regla de inferencia logica con un tnico secuente superior,
entonces

o(S; D) =0(5";D")+1<0(S;D)+1=0(S; D).

Si la inferencia es un corte, entonces las alturas hg y hi son las mismas
en D y en D', luego, llamando S” al segundo secuente superior, tenemos que
o(5"; D') = o(5"; D) y

0(S; D) = wp, —p, (0(S"; D")#0(S"; D))
< Why—hg (O(S/; D)#O(SH; D)) = O(S; D)

Si la inferencia fuera una induccién la conclusiéon ya no seria cierta, pero por
hipétesis estamos excluyendo este caso. [

La parte final de una demostracion Nuestro objetivo es demostrar que si
existe una demostraciéon D del secuente vacio en AP, a partir de ella podemos
construir otra de ordinal menor. Las manipulaciones que le haremos a D para
obtener esta nueva demostraciéon afectaran tnicamente a lo que llamaremos su
parte final, que definimos a continuacion.

Recordemos que una fibra en una demostracion es una sucesién de féormulas
que empieza en una férmula inicial, es decir, en una féormula que forma parte
de un secuente inicial (un axioma) o bien es la féormula principal de una regla
de debilitaciéon, y termina en una férmula final, es decir, en una féormula del
secuente final de la demostracion o bien en una férmula de corte. En el primer
caso diremos que la fibra es ezplicita, mientras que en el segundo caso es impli-
cita. Notemos que en una demostracion del secuente vacio todas las fibras son
implicitas.

Una féormula de una demostracion es explicita o implicita segin lo sean las
fibras que la contienen.

Una aplicacion de una regla de inferencia logica es explicita o implicita segin
lo sea su féormula principal.
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Definicion 7.3 La parte final de una demostracion esta formada por los se-
cuentes que no tienen por debajo ninguna regla de inferencia logica implicita.

Recordemos que toda regla de inferencia estd por debajo de sus secuentes
superiores y por encima de su secuente inferior. Por consiguiente, si una regla
de inferencia logica es implicita, pero no hay ninguna otra regla logica implicita
bajo ella, entonces su secuente inferior esta en la parte final de la demostracion,
pero su secuente o sus secuentes superiores no lo estan. Diremos entonces que
la regla es fronteriza. Cuando hablemos de las reglas de inferencia de la parte
final de una demostracion, no incluiremos entre ellas a las reglas fronterizas.

Un corte en la parte final de una demostracion en AP es adecuado si las dos
formulas de corte tienen un ascendiente directo que es la formula principal de
una regla fronteriza.

Ejemplo En la demostraciéon del ejemplo de la pagina 68 las dos ultimas
aplicaciones de la regla izquierda del particularizador son implicitas, pues los
hilos de sus férmulas principales terminan en el dltimo corte. Por lo tanto, la
parte final de la demostracion estéd formada por los cuatro secuentes situados
bajo ellas.

x=2yVze=2y+1= p(a')
=0=2-0v0=2-0+1 Vu(z =2uVz=2u+1)= ¢(z')
= Vu(0=2uVvV0=2u+1) Vu(0=2uV0=2u+1)= ¢(z)

= Vu(z =2u V2 =2u+1)

Vamos a necesitar el teorema siguiente que garantiza la existencia de cortes
adecuados en determinadas circunstancias:

Teorema 7.4 Supongamos que una demostracion en AP mo coincide con su
parte final, que los secuentes iniciales de dicha parte final no contienen signos
logicos y que en ella no hay mds reglas de inferencia que cortes. Entonces la
parte final contiene un corte adecuado.

DEMOSTRACION: Como la demostraciéon no coincide con su parte final, tiene
alguna regla de inferencia logica (implicita) fronteriza, lo que significa que su
formula principal, que tiene signos logicos, tiene que eliminarse con un corte
situado bajo ella, luego en la parte final de la demostracion, y dicho corte seréa
un corte esencial. Vamos a probar el teorema por induccion sobre el namero de
cortes esenciales que contiene la parte final de la demostracion.

Consideremos un corte esencial que no tenga ninguno més por debajo. Si es
adecuado, ya tenemos la conclusién. En caso contrario sera de la forma

D, D,

I'=s A « a, IV = A’
I, I"= A A

donde una de las dos férmulas de corte (pongamos que la de la izquierda) no
desciende de la formula principal de una regla fronteriza.
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Entonces D; contiene una regla fronteriza, pues, en caso contrario, como
en la parte final de D no hay debilitaciones, « tendria que descender de un
secuente inicial de la parte final de D y, como ella no hay mas que cortes, dicho
ascendente serfa idéntico a o y por hipotesis no tendria signos légicos, lo que
contradice que el corte sea esencial.

Ahora observamos que una regla de inferencia logica fronteriza contenida en
D1 es implicita en Dy si y sblo si lo es en D.

Obviamente, si es implicita en Dq es que su formula principal se elimina en
un corte en Dy, luego se elimina en un corte en D, luego la regla es implicita
para D. Reciprocamente, si la regla es implicita en D, su férmula principal (que
tiene signos 1ogicos y no es «) se elimina en un corte de D, pero el corte tiene
que estar en D1, porque el corte que elimina a « no tiene por debajo otros cortes
esenciales. Por lo tanto, la regla es implicita en D;.

Veamos ahora que una regla logica contenida en D es fronteriza para Dy si
y solo si lo es para D.

En efecto, si es fronteriza para D, entonces es implicita para D, y también,
segln acabamos de ver, para D1, y de hecho es fronteriza para D1, pues cualquier
regla de inferencia logica contenida en D por debajo de ella que sea implicita
para D; es también implicita para D, lo que contradice que la regla inicial sea
fronteriza para D.

Reciprocamente, si la regla es fronteriza para D1, es implicita para Dy, luego
para D, y tiene que ser fronteriza para D, pues si tuviera por debajo otra regla
logica implicita para D, no puede estar en D7, ya que entonces seria implicita
para D y contradiria que la regla dada es fronteriza para D1, luego tiene que
estar por debajo del secuente I' = A, «, y esto contradiria que el corte esté en
la parte final de D.

Asi pues, como Dy tiene reglas fronterizas, no coincide con su parte final. De
hecho, la parte final de D; esta formada por los secuentes de la parte final de D
contenidos en D;. Esto nos permite aplicar la hipétesis de induccion a D1, que
tiene al menos un corte sustancial menos que D. Por lo tanto, D; contiene un
corte adecuado. Esto significa que las féormulas de corte descienden de férmulas
principales de reglas fronterizas de D7, que también son fronterizas en D, luego
el corte es adecuado para D. [

Demostraciones con sentencias Ay Necesitamos descartar que una hipo-
tética demostracion del secuente vacio sea excesivamente simple:

Teorema 7.5 No existen demostraciones del secuente vacio en AP formadas
Unicamente por sentencias Ag.

DEMOSTRACION: Observemos que una demostraciéon formada tnicamente
por sentencias Ag no puede tener aplicaciones de la regla de induccién, pues
las férmulas auxiliares no pueden ser sentencias, ya que tienen libre la variable
propia.
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En 3.8 hemos visto que la verdad o falsedad de una sentencia Aq en el modelo
natural de AP se puede definir en términos puramente finitistas, de modo que
existe un algoritmo para determinar si una sentencia A es verdadera o falsa en
un nimero finito de pasos.

Todos los axiomas de AP son formulas Ay, y es facil comprobar que todos los
formados tnicamente por sentencias son verdaderos, asi como que el secuente
inferior de cualquier regla de inferencia en la que sblo intervengan sentencias Ag
(lo cual descarta la induccion) es verdadero si lo son sus secuentes superiores.

Esto implica que, en una demostraciéon formada tnicamente por senten-
cias Ay todos los secuentes tienen que ser verdaderos, por lo que el secuente
final no puede ser vacio. L]

Observaciones En realidad, para la prueba que vamos a ver en esta seccion
es suficiente un resultado mucho més débil. Nos bastara saber que no puede
haber demostraciones del secuente vacio formadas tnicamente por sentencias
atomicas. La prueba se simplifica sustancialmente, pues en una demostracion
formada por sentencias atomicas no puede haber reglas l6gicas ni de induccion,
solo secuentes iniciales y reglas de debilitacion y de corte.

El argumento del teorema anterior es esencialmente el argumento tipico por
el que una teoria que tiene un modelo es consistente, el mismo por el que podria-
mos decir que AP es consistente porque admite el modelo natural formado por
los nimeros naturales con las operaciones aritméticas usuales, pero la diferencia
es que al restringirnos a secuentes formados por sentencias Ag el concepto de
“secuente verdadero” se vuelve estrictamente finitista, al igual que el argumento
que hemos empleado. L]

Ahora ya podemos probar el resultado principal:

Teorema 7.6 Si D es una demostracion del secuente vacio en AP, existe otra D’
tal que o(D") < o(D).

DEMOSTRACION: Observemos que en una demostracion del secuente vacio
todas las reglas de inferencia son implicitas, por lo que la parte final de D esté
formada simplemente por los secuentes que no tienen por debajo ninguna regla
de inferencia logica. En particular, la parte final no contiene reglas de inferencia
logicas.

El teorema 3.13 nos permite transformar D en una demostraciéon regular sin
alterar su ordinal. Alternativamente, podemos suponer que D es regular.

e Si en la parte final de D aparece una variable libre que no es la variable
propia de ninguna regla de inferencia, por el teorema 3.11 podemos sustituirla
por la constante 0, y obtenemos asi una demostracion (también del secuente
vacio) con el mismo ordinal.

Repitiendo este proceso un nuimero finito de veces podemos suponer que en
la parte final de D no hay ninguna variable libre que no esté usada como variable
propia de una (tnica) regla de inferencia.
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e Supongamos que la parte final de D contiene una regla de induccion y
consideremos una que no tenga ninguna otra por debajo. Pongamos que es

a(y)’ r é Aa O‘(y/) (h1> .
a(0), I'= A, a(t) (ho)

En lo sucesivo, una letra sobre la flecha de un secuente denotard su ordinal
en la demostraciéon en la que aparece. En este caso, estamos diciendo que
el secuente superior S tiene ordinal o(S;D) = p = w” + --- y el secuente
inferior Sy tiene ordinal o(Sp) = wp, —ne+1(n+ 1) v h1, ho son las alturas de S
v Sp, respectivamente.

Puesto que debajo de esta regla no hay méas inducciones ni tampoco reglas
de inferencia logicas, no puede haber variables libres (ya que toda variable libre
es la variable propia de una induccién o de una regla de un cuantificador), luego
en particular el término ¢ no tiene variables libres.

Sea m = d(t), de modo que el teorema 3.7 nos da una demostracion de
= 7 =t y a su vez de otra demostracion E del secuente a(im) = a(t) en la
que no se usan inducciones ni cortes esenciales. Como en un corte inesencial
la altura de los secuentes superiores coincide con la del secuente inferior, se
comprueba inmediatamente que ¢ = o(E) es un nimero natural.

Si llamamos Dy a la subdemostracion de D formada por los secuentes situa-
dos sobre el secuente superior 9, sucede que la variable y no se usa como variable
propia en Dy (pues por la regularidad de D sélo se usa como variable propia
una vez, y es en la inferencia S/Sp), luego el teorema 3.11 nos da que, para
todo ntimero natural n, al sustituir y por n en Dy obtenemos una demostraciéon
Dy(n) del secuente

a(n), T = A, a(n+1)

(notemos que y no puede aparecer en I' o en A). Ahora encadenamos asi las
demostraciones Dy(7):

Dy(0) Dy(1)

a(0), TE A al) o), TE A «?2) :
a(0), T = A, «(2) a(2), T & A a3)
a(0), T = A, a(3)

hasta llegar a una demostracion del secuente

a(0),T = A, a(m)
y, a su vez, combinando la prueba con E, obtenemos:

E

a0, T = A, a(m)  a(m) = a(t)
a(0), T = A, «oft)
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En suma, obtenemos una demostracion alternativa Dy, del secuente Sy. Al
sustituir Dy por D{, obtenemos una demostraciéon D’ alternativa a D en la que
hemos eliminado la induccién que estamos considerando. Vamos a calcular su
ordinal.

En primer lugar observamos que S tiene altura h; en D, lo que significa
que hp es el maximo de los grados de los cortes situados bajo S y del grado
de la formula de induccion a(y). Pero todas las formulas «(7) tienen el mismo
grado que «a(y), luego todos los cortes situados en D’ entre un secuente

a(n), T = A, a(n+1)

y el secuente a(0), I' = A, «(t) tienen el grado de a(y), lo que se traduce en
que las alturas de los cortes e inducciones contenidos en Dg(72) como parte de
D’ son las mismas que las que tienen en Dy como parte de D, luego el ordinal
en D’ de los secuentes

a(n), T = A, a(n+1)

sigue siendo p. Ademés, todos los cortes que combinan estos secuentes en Dy
estan formados por secuentes de altura hi, por lo que el ordinal del secuente
inferior cada corte es la suma formal de los de los secuentes superiores. Concre-
tamente:

oo

0), T = A,
o(a(0),

a(2); D) = p#p,
I'= A, a3);D

") = p#u#u

y asi:
o(a(0), I' = A, a(m); D) = pxm,

donde p*m = pft- - #p (m veces).
Por ultimo, en el dltimo corte de DJ), los secuentes superiores tienen altura

h1 en D’ y el secuente inferior tiene la misma altura hg que en D, luego

O(SO; D/) = wh1—h0(ﬁ' *m + Q)

M*m+q:wn+...<wn+17

luego
O(SO; D/) = Why—ho (/J' *m + Q) < Why—hg (wn+1> = whl*h0+1(77 + 1) = O(SO; D)

El teorema 7.2 nos da entonces que o(D’) < o(D).

A partir de aqui podemos suponer que la parte final de D no contiene in-
ducciones.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene un axioma logico, es
decir, un secuente de la forma a = a.

Como en la parte final no hay reglas légicas ni inducciones y el secuente final
es vacio, los descendientes de las dos formulas « son idénticos a a y tienen que
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acabar desapareciendo en un corte. Supongamos que en primer lugar desaparece
un descendiente del antecedente, asi:

Dy a=«
£ A a a, TV 2 A
L, TV= A, A
=

donde A’ contiene todavia un descendiente directo del o situado en el conse-
cuente del axioma. Entonces podemos simplificar D hasta una demostracion D’
de la forma

Dq
£ A o
I,I"& A A
=

Llamemos S al secuente I', TV = A, A’. Notemos que en los tltimos puntos
suspensivos tiene que haber otro corte que elimine la férmula « contenida en A’.
Por lo tanto, al pasar a D’ hemos eliminado un corte del grado de «, pero mas
abajo hay otro del mismo grado, luego las alturas en D de todos los secuentes de
la subdemostraciéon Dy que acaba en I' = A, « son las mismas que sus alturas
en D', luego

p=0T = A, a;D) =0l = A,a;D") = o(S; D).

Mas atn, como la altura de los dos secuentes superiores del corte de D es la
misma que la del secuente inferior, si los secuentes superiores tienen ordinales
©y ven D, entonces

o(S; D) = u#tv > u = o(S; D").

El teorema 7.2 nos da entonces que o(D’) < o(D). Sien D se corta antes la
formula « del consecuente del axioma, un razonamiento totalmente anélogo nos
lleva a la misma conclusion.

Asi pues, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de la demos-
tracién D no contiene ningtn axioma logico.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene una regla de debili-
tacion y tomemos una que no tenga otra por debajo. Supongamos que es una
regla izquierda, pero el caso de la regla derecha se trata andlogamente. Como el
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secuente final es vacio, la formula introducida, digamos «, tiene que eliminarse
posteriormente con un corte, por lo que D tiene que tener esta estructura:

F// :> A//

o, "= AT
£ A o a, TV S A

I I"= A A
=
Distinguimos dos posibilidades:

A) Si « figura en el antecedente de algin secuente que se corta con otro
situado bajo «, T = A", entonces « “aparece” aunque no usemos la regla de
debilitacién que la introduce en D, con lo que podemos considerar demostracion
alternativa D'

1’\// :> A//

'=A « a, IV = A/
I I"= A A

=
que tiene el mismo ordinal, pero una debilitaciéon menos en su parte final.

B) Si « no figura el en antecedente de ningin secuente que se corta con
alguno de los secuentes situados bajo «, I'' = A”, entonces todas las reglas
intermedias siguen siendo validas si eliminamos a de los secuentes situados bajo
a, T" = A" (pues « es siempre una formula colateral y no hay debilitaciones que
puedan volverla a introducir), con lo que obtenemos la demostracion alternativa:

F// : Al/

’

s A
I T4 A A

=
La altura hg del secuente I', TV = A, A’ es la misma en D y en D’, pero
al haber eliminado un corte, la altura de los secuentes situados sobre él puede
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cambiar. Sea S un secuente en D situado sobre a, IV = A’ y sea S’ el secuente
correspondiente en D'. Sea h = h(S,D) y b/ = h(S’, D’). Claramente b’ < hy,
mas precisamente, vamos a ver que

wh—n (0(S; D)) > o(S"; D). (7.1)
Admitiendo esto, tenemos en particular que wp, 5, (V) > V' y

§= Whl—ho(ﬂ#l/) > wh1—ho(y) 2 Vlv
luego el teorema 7.2 nos da que o(D’) < o(D).

Como en cada paso de tipo A) eliminamos una debilitacion implicita de la
parte final, al cabo de un niimero finito de pasos, o bien se da en algiin momento
el caso B) y hemos reducido el ordinal, o bien llegamos a una demostracion
en cuya parte final todas las férmulas principales de las reglas de debilitacion
implicitas son de tipo Ag.

La prueba de (7.1) es laboriosa. Obviamente la relacion es cierta cuando S
es un secuente inicial, pues los dos ordinales valen 1, luego basta probar que si la
cumplen los secuentes superiores de una regla de inferencia, también la cumple
el secuente inferior. Distinguimos todos los casos posibles:

1. En el caso de una regla de debilitacion S/Sp, se cumple que ambos secuen-
tes tienen la misma altura h y los correspondientes S’/S; en D’ también
tienen la misma altura h’, por lo que

wh—1 (0(S0; D)) = wh—p(0(S; D)) = 0(5"; D') = o(Sy; D).

2. En el caso de una regla izquierda del disyuntor, los secuentes superiores S
y S tienen la misma altura h que el secuente inferior Sy, y lo mismo sucede
con la regla correspondiente en D’. Por lo tanto, teniendo en cuenta el
teorema 6.9,

wh—n (0(So; D) = wh—p (0(S; D)#0(S; D)) >
wh—n (0(S; D))#wn—n (0(S; D)) > o(S"; D")#0(S"; D') = o(Sy; D).

3. En el caso de una regla logica S/Sy, ambos secuentes tienen la misma
altura h, e igualmente, en la regla S’/S} ambos secuentes tienen altura h'.
Entonces

wWh—n (0(S; D) + 1) > wp—p (0(S; D)) #wh—n (1) > o(S; D') + 1.
4. Consideremos ahora un corte en D y el correspondiente en D’:

S S S8
S S7

Llamemos Ry y ho a las alturas de los secuentes superiores y del secuente
inferior en D, respectivamente, y h] y h{ a las alturas de los secuentes
correspondientes en D’. Sean u; = o(S;; D) y p; = o(S}; D). Llamemos g
al grado del corte y distinguimos tres casos:
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(a) Sih{ < ho < g, entonces hy = g = h/, luego la hipotesis de induccion
es que p; > ph. A su vez,
Who—hl (Why —ho (1 F#112)) = Why —hy (R Fp12) = Wiy -y (R F115).

(b) Si g < h{ < hg, entonces hy = hg y ] = h{ y de nuevo la hipotesis
de induccion es p; > pf. Tenemos entonces que

Who—n, (M1 F12) = paftpe > ph# it

(c) Sih{ < g < hg, entonces hy = hg, h] = g y la hipétesis de induccién
s Why—g (i) > 1. Entonces

Who—h (ma#tp2) = Wg—h, (who—g(ﬂl#m)) >
Wity (Who—g (101) FWno—g (112)) > Wit —py Wy F15)-

5. Finalmente consideramos una regla de induccion S/Sy. Como en el caso
anterior, llamamos h; y hg a las alturas del secuente superior y del secuente
inferior en D, respectivamente, y b} y k' : 0 a las alturas de los secuentes
correspondientes en D’. Sean

pu=o0(S;D)=w"+ -, M’zo(s’;D/):wn’Jr...

Llamamos g al grado de la formula de induccién y distinguimos los mismos
tres casos que antes:

(a) Sih{ < hg < g, entonces hy = g = hf, luego la hipotesis de induccion
es que p > p/, lo que implica que n > 7. A su vez,

Who—hy (Why—ho+1(1 + 1)) = wWpy —pg 1 (0 + 1) > why—pg 11(0' + 1).

(b) Si g < h{ < hg, entonces hy = hg y b} = h{ y de nuevo la hipotesis
de induccion es p > p/. Tenemos entonces que

’
Who—h, (W) > Wttt >+

(c) Sihy < g < hg, entonces hy = hg, h} = g y la hipotesis de induccion
es whp,—g(pt) > 1. Esto significa que

Who—g(W" +-++) = who—g—1 (@) > 0’
luego why—g—1 (W) > wpy—g1(WT+ ) > 17, luego
Who—g-1(") 20/ +1,
luego wp, g (W) > w1 luego
Who—n, (0(S; D) = why—py, (W) = wy_pr (Why—g (W) >

Wy (W) = wpg—py 1 (0 +1) = o(S'; D).
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En suma, podemos restringirnos al caso en que la parte final de D sélo
contiene axiomas del igualador o axiomas matematicos y cortes. Més atn, por
el primer paso de la prueba, en ella no hay variables libres. Observemos que
todas las formulas que aparecen en los axiomas del igualador y en los axiomas
matematicos son atémicas.

Ahora vemos que D no puede coincidir con su parte final, pues si se diera el
caso tendriamos que D seria una demostracion del secuente vacio formada por
sentencias atémicas, en contra del teorema 7.5.

e Por el teorema 7.4 tenemos que la parte final de D contiene un corte
adecuado. Tomemos uno que no tenga ningin otro por debajo. La féormula de
corte tiene que tener signos logicos. Hay cuatro casos posibles.

A) Si la formula de corte es —a, la demostracion es de la forma

Oé,FlgAl F'lgA/ha
' = A, -« -Q, Fll = All

r2A -a (h) -o V8 A
I, IV = A, A

"% A” (ho)
=
Hemos destacado el secuente méas alto I = A’ situado bajo I', IV = A, A’
(podria ser éste mismo) cuya altura hg es estrictamente menor que la altura hy
de los dos secuentes superiores del corte. Notemos que tiene que existir, pues

la altura del secuente final de una demostracion siempre es 0 y hy > 0, pues el
grado de =« no es nulo. Consideramos esta demostracion alternativa:

2 A, a, T1 2 A

-, F&:}A’lya «, F1:>A1,ﬁoz
r& A, —a (b)) o, T & A, o a, T & A —a (b)) —a, T 2N
ILT'=A A « a, I, T = A A
"= A" a (h) (h) o, T = A"

7

& A" (ho)



248 Capitulo 7. La consistencia de la aritmética

Observemos que, al dejar «, hemos sustituido las reglas del negador por
reglas de debilitacion. Como todas las inferencias por debajo de las reglas fron-
terizas son cortes, éstos siguen siendo vélidos aunque hayamos anadido « en
el antecedente o en el consecuente, por lo que podemos llegar a los secuentes
superiores del corte original con la adicién de a. Cortando dos veces -« pode-
mos continuar la deduccién con el a adicional hasta eliminarlo justo antes del
secuente I = A”, y a partir de ahi continuamos la deduccién original hasta el
secuente vacio.

Vamos a probar que la nueva demostraciéon D’ tiene ordinal menor que la
original D. En primer lugar observamos que los secuentes superiores de los
cortes de —~a en D’ siguen teniendo altura hi, pues por debajo no tienen ninguna
induccién y tienen los mismos cortes, salvo un corte afiadido con férmula de corte
a, pero ésta no aumenta la altura, ya que h; es mayor o igual que el grado de
—a, que es mayor que el de a. Obviamente la altura de I/ = A” en D’ es la
misma que en D.

Si llamamos m a la altura de los secuentes superiores del corte de o en D',
tenemos que h = hg si hg es mayor que el grado de v y h es el grado de a en
caso contrario. En cualquier caso hg < h < h;.

Claramente, £ = p1, & < po, & < p1, €4 = pa, donde las desigualdades
estrictas se deben a que al pasar de D a D’ hemos eliminado una regla del
negador.

Todos los secuentes entre I', TV = A, A’ y I' = A’ tienen altura h; en D
menos el tltimo, y lo mismo vale en las dos ramas de D’. Como uno de los
secuentes anteriores a I', I = A, A’ tiene ordinal estrictamente menor en D
que en las ramas de D’, una induccion trivial nos permite concluir que el ordinal
de cada secuente bajoI', T" = A, A’ en D es mayor estrictamente que el ordinal
del secuente correspondiente en cada una de las dos ramas correspondientes
en D', salvo quiza en el caso del secuente I = A", cuya altura pasa de ser hg
en D a ser h en cada rama de D’. Si la inferencia que lleva a I'"' = A” en D es
un corte

Sh So

cuyos secuentes superiores tienen ordinales €; y €2, en D’ tenemos

Si Sy Sy sy
NS

F// = A//
y los ordinales son:
!/ / 1 11
€1 €2 €1 €2
/ / 11 1
wh, —n(€1#¢€5) wh, —nh (€] #€5)

Why —ho (Why —n (€] F#€b) #wn, —n (€7 #€5))

De los ordinales €] y €, uno de ellos es igual al correspondiente €; o €3 y el otro
es estrictamente menor, luego € #e), < e1#ey, e igualmente €] #e < e;#ea,



7.1. La consistencia de AP 249

luego?
Win— ke (Wi—m (€1 F€2)F#Wi—m (€1 F€5)) < Wim— (Wi—m(€1€2)) = wi—m(e1#€2),
0, lo que es lo mismo,
v=ol"= A" D) <ol = A' D)=1.
El teorema 7.2 nos da entonces que o(D’) < o(D).

B) A) Si la formula de corte es a V 3, la demostracion es de la forma

2 A« o, 1= A B T2 A

F1:>A1,0é\/ﬁ Oé\/ﬁ,FlliA/l
TE A avg (M) aV B T E A

LTV = A, A
" % A" (ho)

=
donde nuevamente I = A’ es el secuente més alto cuya altura hy es menor
que la altura hy de los secuentes superiores del corte que elimina a V 8. Ahora
consideramos la demostracion D’ siguiente:

I'n=A2A,«a «, FllﬁAll
I'n=A,a,aVp aVB a7 =A]

F9A aavB (M)aVvBsT'E2A TEAavE (h1) aVp a I’ 2 A
T, T"=A A« o, I, T"= A, A7

"4 A" a (k) () o, T 2 A"

I = A" (ho)

=

Los secuentes superiores de los cortes de a V 3 en D’ siguen teniendo al-
tura hq, pues por debajo no tienen ninguna induccién y tienen los mismos cortes,
salvo un corte anadido con férmula de corte «, pero ésta no aumenta la altura,
yva que h; es mayor o igual que el grado de o V 3, que es mayor que el de a.
Por otra parte, la altura de I = A” en D’ es la misma que en D.

Si llamamos h a la altura de los secuentes superiores del corte de o en D',
tenemos que h = hg si hg es mayor que el grado de a y h es el grado de « en
caso contrario. En cualquier caso hg < h < hy.

. ’ " 7 ’
2 Aqui usamos que si ' < 1/ <7, entonces w" #w" =w? 4w < W



250 Capitulo 7. La consistencia de la aritmética

Por otro lado, & < p1, & = pe, & = w1, €4 < p2, donde las desigualdades
estrictas se deben a que al pasar de D a D’ hemos eliminado una regla del
disyuntor.

Todos los secuentes entre I', IV = A, A’ y I/ = A’ tienen altura h; menos
el ultimo. Como todas las inferencias son cortes, el ordinal de cada nuevo
secuente es la suma formal de los dos secuentes superiores del corte que lo
genera, salvo quizé en el caso de los secuentes del corte que elimina o en D’. Por
consiguiente, salvo en este caso, el ordinal de cada secuente bajo I', IV = A, A/
en D es mayor que el ordinal del secuente correspondiente en cada una de las
dos ramas correspondientes en D’.

Para los secuentes del corte que elimina a a en D’, el calculo es exactamente
el mismo que el del caso anterior. Si la inferencia que lleva a I = A” en D es
un corte

S1 Sy
TS AT
cuyos secuentes superiores tienen ordinales €¢; y €3, exactamente las mismas
cuentas que en el caso anterior nos permiten concluir que o(D’) < o(D).

C) Si la formula de corte es Vu a(u), la demostracion es de la forma

L1 =2 Ay, a(t) aly), I 2 A}
I = Ar, Vua(u) Vua(u), TT = A

r& A, .\/ua(u) (h1)  Vu oz(u),. 2 A
I,TV= A, A’

" = A” (hy)
=
donde nuevamente I' = A’ es el secuente méas alto cuya altura hg es menor
que la altura h; de los secuentes superiores del corte que elimina Vua(u).

Ahora consideramos la demostracion alternativa D’ siguiente, que por razones
tipograficas descomponemos en dos bloques:

Fl g Al, Oz(t)
1 = Aq, a(t), Vua(u)

r A, at),Vua(u) (h) Vua(u), I’ YN
ILTV= A, A at)

T = A, aft) (h)
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a(t), I 3 A
Vua(u), at), T = A}

r& A, \/u a(w) (h1) Vuwa(u), a(.t), I & A
o), T, T = A, A

(h) a(t), T" = A"

Estos dos bloques se combinan mediante un corte:

I = A", a(t) () aft),I” = A"
I L A" (hy)

=

Empezamos ambos bloques sustituyendo las reglas del particularizador por
reglas de debilitacion sin mas que conservar a(t) en el secuente final. Todas las
reglas de inferencia siguen siendo vélidas sin mas que anadir por debilitacion a(t)
en el segundo secuente superior de las posibles reglas izquierdas del disyuntor,
con lo que podemos llegar a los secuentes superiores del corte original con la
adicion de a(t). Cortando dos veces Vu a(u) podemos continuar la deduccién
manteniendo el «a(t) adicional hasta eliminarlo justo antes de I' = A"y a
partir de ahi continuamos la deduccién original hasta el secuente vacio.

Tenemos que
O(Q(t)v Fll = Alla D/) = O(a(y)v Fll = AllaD) = V2,

pues por debajo de estos secuentes hemos anadido el corte de «(t), pero su
grado es menor que el del corte de \ua(u), luego las alturas de los secuentes
correspondientes en ambas subdemostraciones son las mismas.

Ahora observamos que los secuentes superiores de los cortes de \/u a(u) en D’
siguen teniendo altura h, pues por debajo no tienen ninguna induccién y tienen
los mismos cortes, salvo un corte afiadido con formula de corte «(t), pero ésta
no aumenta la altura, ya que h; es mayor o igual que el grado de Vu a(u), que
es mayor que el de «(t). Obviamente la altura de I = A” en D’ es la misma
que en D.

Si llamamos h a la altura de los secuentes superiores del corte de «(t) en D,
tenemos que h = hg si hg es mayor que el grado de a(t) y h es el grado de «(t)
en caso contrario. En cualquier caso hg < h < hy.

Claramente, & = p1, & < pao, & < p1, &4 = p2, donde las desigualdades
estrictas se deben a que al pasar de D a D’ hemos eliminado una regla del
particularizador.



252 Capitulo 7. La consistencia de la aritmética

Como en los casos anteriores, vemos que todos los secuentes situados entre
TV = A, A y I = A’ tienen altura h; menos el tltimo. Como todas las
inferencias son cortes, el ordinal de cada nuevo secuente es la suma formal de
los dos secuentes superiores del corte que lo genera, salvo quiza en el caso de los
secuentes del corte que elimina o en D’. Por consiguiente, salvo en este caso, el
ordinal de cada secuente bajo I', TV = A, A’ en D es mayor que el ordinal del
secuente correspondiente en cada una de las dos ramas correspondientes en D’.

Para los secuentes del corte que elimina a o en D', el cdlculo es nuevamente
el mismo que el de los casos precedentes. Si la inferencia que lleva a I'" = A’ en
D es un corte cuyos secuentes superiores tienen ordinales €; y €2, exactamente
las mismas cuentas nos permiten concluir que o(D’) < o(D).

D) El caso en que la formula de corte es Au () se trata de forma totalmente
analoga. L]

Por consiguiente:

Teorema 7.7 (Gentzen) Si la aritmética de Peano es contradictoria, existe
una sucesion infinita estrictamente decreciente de ordinales.

Naturalmente, por ordinales entendemos ordinales menores que €y, tal y
como los hemos definido en el capitulo precedente. La prueba es estrictamente
constructiva y finitista. Podemos programar un ordenador para que, si le damos
una demostracién del secuente vacio en AP, nos genere una sucesion infinita
estrictamente decreciente de ordinales.

(Prob6 Gentzen la consistencia de la aritmética? Nadie cuestiona la
correccion formal de la demostracion del teorema anterior, pero éste si que ha
generado controversias sobre su auténtico valor epistemoldgico, es decir, sobre
si realmente sirve para convencer a alguien de que la aritmética de Peano es
consistente.

Por ejemplo, se dice que Alfred Tarski dijo en cierta ocasiéon que la prueba
de Gentzen mediante induccién hasta ey habia aumentado su confianza en la
consistencia de la aritmética “en un €’ (es decir, que el incremento fue insigni-
ficante), pero esto refleja tnicamente el hecho de que para alguien que no dude
de la consistencia de la aritmética ninguna prueba podra hacer que aumente su
confianza en ella.

Mas mordaz fue Hermann Weyl cuando afirm6 que Gentzen habia demos-
trado la consistencia de la aritmética, es decir, de la induccién hasta el ordinal w,
mediante la inducciéon hasta €y (un ordinal mucho mayor).

La critica que encierra la frase de Tarski supone una acusaciéon de circulari-
dad trivial: “no tengo objecién alguna a tus argumentos porque acepto de salida
la conclusion a la que quieres llegar, y ella los justifica todos”, mientras que la
de Weyl sugiere una circularidad destructiva: “pretendes convencerme de algo
pidiéndome que acepte de entrada algo mucho mas fuerte que tu conclusiéon”.

En palabras de Kleene:
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Hasta qué punto puede aceptarse que la prueba de Gentzen sirve de
fundamento a la teoria de niumeros cldsica en el sentido en que este
problema ha sido planteado es, en la situacion actual, una cuestion
que queda al juicio de cada cual, dependiendo de en qué medida estd
uno dispuesto a aceptar la induccion hasta ey como método finitista.

Ya hemos comentado en el capitulo anterior como Gentzen consideraba in-
cuestionable la induccion hasta ey y Godel mostré su escepticismo al respecto
(no a que fuera correcta, por descontado, sino a que fuera un principio mas
evidente que la propia consistencia de la aritmética). Takeuti, por su parte,
cuando presenta la prueba de Gentzen dice:

Por supuesto, la importancia de este teorema reside en su demostra-
cion [...] jNadie duda de la consistencia de la aritmética de Peano!

Ademas, contesta a Weyl observando que su afirmacion es equivoca, pues
Gentzen prueba la consistencia de la aritmética a partir de la accesibilidad
de €y, que es un hecho que a su vez puede ser justificado satisfactoriamente. El
lector tendra que juzgar por si mismo si le parece convincente la demostracion
de Takeuti que hemos presentado en la secciéon 6.4, aunque es dificil juzgar si
un argumento es convincente cuando uno ya estd convencido a priori de su
conclusion. =

Tanto si la prueba de Gentzen nos convence de algo como si no, lo cierto es
que de ella se deduce un hecho no trivial. Puesto que la prueba del teorema 7.6
es completamente finitista, es formalizable en APR, lo que significa que podemos
definir un funtor F(D) de modo que

D F(D)
AI;R(FA—F(Q =) — r[L—Pj(g = @) A o(F (D)) < o(D)).

Llamando b
9(0) = -VD([- (&= 2) A o(D) = ),

obtenemos que

= Na € B(=6(a) = VB < a=6(8))),
y esto equivale a

Na € E(\B < a¢(B)) = ¢(a)),

b
APR
Por consiguiente,

Ab (0 = IND(e0) = Aa € E(a)),

pero Aa € E ¢(a) afirma que hay una férmula que no puede ser demostrada
. . . T -1 . .
en AP, luego implica Consis APy asi concluimos que

= (¢ — IND(ep) — Consis' AP’
= (6~ IND(eg) — Consis AP,
tal y como ya avanzabamos en el capitulo anterior. Asi tenemos la prueba de

que la induccién transfinita hasta €y (al menos para una féormula ¢ de tipo II)
no es demostrable en AP.
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7.2 La consistencia de I3

Veamos ahora una variante del argumento que hemos empleado en la seccién
anterior que nos permitiréd demostrar la consistencia de I3; a partir de la validez
de la induccion transfinita hasta w®.

Si existiera una demostracion del secuente vacio en IX4, el teorema 3.22 nos
permitiria construir otra a partir de ella formada exclusivamente por férmulas
de tipo X1. A partir de este momento, cuando hablemos de demostraciones
en [¥, entenderemos que nos referimos a demostraciones formadas por formulas
de tipo X;.

Llamaremos reglas de inferencia relevantes en una demostracion D a las
reglas de los cuantificadores cuya formula principal no sea Ag o, lo que es lo
mismo, las reglas que introducen cuantificadores no acotados.

Ahora definimos una nueva asignacion de ordinales a las demostraciones:

A cada secuente S en una demostracion D en I¥; (formada por formulas de
tipo X1) le asociamos un ordinal o(S; D) segun el criterio siguiente:

1. Si S es un secuente inicial de D, entonces o(S; D) = 0.

2. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitacion o de una regla logica
irrelevante con un unico secuente superior S, entonces o(S; D) = o(S1; D).

3. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor o de corte
con secuentes superiores S7 y Sa, entonces o(S; D) = o(S1; D)#0(S2; D).

4. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia relevante con secuente
superior Sy, entonces o(S; D) = o(S1; D) + 1.

5. Si S es el secuente inferior de una induccién con secuente superior Si,

entonces ( )
) Jw si o(S1; D) < w,
o(S;D) = {wn+1 si o(S1; D) =w" + - --

El ordinal o(D) de una demostracion D es el ordinal de su secuente final. Es
inmediato que, con esta definicion, se cumple que o(D) < w®.

Ejemplo En la demostracion del ejemplo de la pagina 68 todas las férmulas
son Y; y, segun la definicion precedente, todos los secuentes tienen ordinal 0
hasta que se aplican las reglas del particularizador, al final:

w+1 ]

Ahora podemos afinar un poco mas el enunciado del teorema 3.9:
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Teorema 7.8 Si a es una sentencia de tipo Ao, entonces en AP(&) puede
probarse el secuente = « o bien a = segun si « es verdadera o falsa, y la
demostracion puede tomarse formada sélo por sentencias Ag y con ordinal 0.

DEMOSTRACION: La prueba del teorema 3.9 muestra explicitamente como
construir una demostraciéon D de = « o de a = sin inducciones, y en ella se ve
que D consta unicamente de sentencias Ay, por lo que no se usan reglas logicas
relevantes. Es claro entonces que todos los secuentes tienen ordinal 0. m

Al haber cambiado la definicion de ordinal, tenemos que demostrar de nuevo
el teorema andalogo a 7.2. De hecho necesitamos una versiéon ligeramente més
general:

Teorema 7.9 Sea D una demostracion que contenga un secuente S1 de modo
que no haya ninguna induccion bajo S1. Sea D; la subdemostracion de D for-
mada por los secuentes situados por encima de Sy y sea D' otra demostracion
de S tal que o(S1; D)) < o(S1; D) (resp. o(S1;Dy) < o(S1;D)). Sea D' la de-
mostracion que resulta de reemplazar D1 por D} en D. Entonces o(D'") < o(D)
(resp. o(D") < o(D)).

La prueba es una simplificaciéon de la de 7.2, en la que las reglas logicas irre-
levantes con un tnico secuente superior se tratan como la regla de debilitacion
y la de corte se trata como la regla izquierda del disyuntor. El argumento para
la desigualdad no estricta es exactamente el mismo.

Aunque de momento nos interesara tnicamente el caso de demostraciones
en I¥;, vamos a dar aqui unas definiciones mas generales:

Definicion 7.10 La parte final de una demostracion en AP esta formada por
los secuentes que no tienen por debajo ninguna regla de inferencia relevante
implicita. Las reglas fronterizas se definen igual que en la seccién anterior.

Un corte en una demostracion en AP es sustancial si la formula de corte
no es Ag. El corte es adecuado si ademas las dos férmulas de corte tienen un
ascendiente directo que es la férmula principal de una regla fronteriza.

Probamos ahora una variante del teorema 7.4:

Teorema 7.11 Supongamos que una demostracion en AP contiene unicamente
formulas de tipo X3, o Il,,, que no coincide con su parte final y que dicha parte
final cumple las condiciones siguientes:

1. Sus secuentes iniciales estdn formados por formulas Ay,
2. Las formulas principales de las reglas de debilitacion implicitas son Ay,
3. No contiene reglas relevantes o de induccion.

Entonces la parte final contiene un corte adecuado.



256 Capitulo 7. La consistencia de la aritmética

DEMOSTRACION: Como la demostracion no coincide con su parte final, tiene
alguna regla relevante implicita fronteriza. Su férmula principal @ no es Ag, y no
puede ser la formula auxiliar de ninguna regla l6gica posterior, ya que su féormula
principal no seria ¥, o II,, a menos que la regla introdujera un cuantificador
que alternara con el primer cuantificador de «, pero entonces seria una regla
relevante en la parte final de la demostracién, en contra de lo supuesto. Como
la regla fronteriza es implicita, a tiene que eliminarse con un corte situado bajo
ella, luego en la parte final de la demostracion, y dicho corte serd un corte
sustancial.

Vamos a probar el teorema por induccioén sobre el nimero de cortes sustan-
ciales contenidos en la parte final de la demostracién. Consideremos un corte
sustancial que no tenga ninguno més por debajo. Si es adecuado, ya tenemos
la conclusion. En caso contrario seréa de la forma

D, D,

I'= A« a, IV = A’
I, I"= A A

donde una de las dos férmulas de corte (pongamos que la de la izquierda) no
desciende directamente de la féormula principal de una regla fronteriza.

Entonces D; contiene una regla fronteriza, pues, como « no es Ag, no puede
descender directamente ni de un secuente inicial de la parte final de D ni de la
formula principal de una regla de debilitacion (implicita) de dicha parte final,
ni de una induccién de la parte final (porque no hay), luego todos los hilos
que pasan por « contenidos en D; tienen que pasar por una regla fronteriza
contenida en D; (y, mas concretamente, por una de sus formulas colaterales, ya
que estamos suponiendo que « no desciende de la formula principal de ninguna
regla fronteriza).

Observemos ahora que toda regla relevante contenida en D; es implicita para
D; siy solo si lo es para D.

Una implicacion es obvia, pues si la formula principal tiene un descendiente
se elimina con un corte de D, éste también es un corte de D, luego la regla
es implicita para D. Y, reciprocamente, si la regla es implicita para D, como
su formula principal no es Ay y no puede tener a « como descendiente (pues
en tal caso « descenderia de la formula principal de una regla fronteriza), tiene
que eliminarse en D1, ya que el corte que elimina a « no tiene por debajo otros
cortes sustanciales que puedan eliminarla.

Veamos ahora que una regla relevante contenida en D es fronteriza para Dy
si y sélo si lo es para D.

En efecto, si es fronteriza para D, entonces es implicita para D, y también,
segun acabamos de ver, para D1, y de hecho es fronteriza para D1, pues cualquier
regla de inferencia relevante contenida en D por debajo de ella que sea implicita
para D; es también implicita para D, lo que contradice que la regla inicial sea
fronteriza para D.
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Reciprocamente, si la regla es fronteriza para D1, es implicita para D7, luego
para D, y tiene que ser fronteriza para D, pues si tuviera por debajo otra regla
relevante implicita para D, no puede estar en D1, ya que entonces seria implicita
para D y contradiria que la regla dada es fronteriza para D7, luego tiene que
estar por debajo del secuente I' = A, «, y esto contradiria que el corte esté en
la parte final de D.

Asi pues, como D; tiene reglas fronterizas, no coincide con su parte final.
De hecho, la parte final de D; esta formada por los secuentes de la parte final
de D contenidos en D;. Esto nos permite aplicar la hipotesis de induccion a
D1, que tiene al menos un corte sustancial menos que D. Por lo tanto, Dy
contiene un corte adecuado. Esto significa que las férmulas de corte descienden
directamente de formulas principales de reglas fronterizas de D, que también
son fronterizas en D, luego el corte es adecuado para D. m

Con esto ya podemos demostrar:

Teorema 7.12 Si D es una demostracion del secuente vacio en I1Xq existe
otra D' tal que o(D') < o(D).

DEMOSTRACION: Estamos suponiendo técitamente que D consta Unica-
mente de féormulas de tipo ¥;. El teorema 3.13 nos permite transformar D
en una demostracion regular sin alterar su ordinal. Alternativamente, podemos
suponer que la demostraciéon D es regular.

e Si en la parte final de D aparece una variable libre que no es la variable
propia de ninguna regla de inferencia, por el teorema 3.11 podemos sustituirla
por la constante 0, y obtenemos asi una demostraciéon del secuente vacio con el
mismo ordinal.

Repitiendo este proceso un niimero finito de veces podemos suponer que en
la parte final de D no hay ninguna variable libre que no esté usada como variable
propia de una (anica) regla de inferencia.

Llamamos reglas de inferencia propias a las reglas de inferencia que tienen
variables propias, es decir, la regla derecha de generalizador, la regla izquierda
del particularizador y la de induccién.

e Supongamos que la parte final de D contiene una regla propia y conside-
remos una que no tenga ninguna otra por debajo. Esto implica que todos los
secuentes situados bajo ella constan tnicamente de sentencias, pues, como la
demostracion es regular, cada variable libre es la variable propia de una regla
de inferencia y so6lo aparece por encima de ella. Distinguimos tres casos segin
el tipo de regla:

A) Generalizador derecha La férmula principal tiene que ser una senten-
cia Ag (o se trataria de una regla relevante), luego sera de la forma:



258 Capitulo 7. La consistencia de la aritmética

(Recordemos que las letras sobre las flechas de los secuentes denotaran siempre el
ordinal del secuente.) Si la formula principal es falsa, existe un k < d(t) tal que
(k) es falsa, pero entonces k < t — (k) es falsa, y por 7.8 podemos demostrar
el secuente k < t — a(k) < de modo que la prueba contiene tnicamente
sentencias Ag. Por otra parte, como y no se usa como variable propia en la
demostracion del secuente superior, el teorema 3.11 nos da una demostracion
del secuente
IEAE<t—alk).

Consideramos la demostracion alternativas:

TLAE<toak) k<t—oak) >
r£A
LA Au<talu)

=
Si la formula principal en verdadera, entonces por 7.8 podemos demostrar

0 . L. .
= Au < ta(u) con una demostracién formada tinicamente por sentencias Ay,
y tenemos la prueba alternativa

Como por debajo del secuente I' £ A, Au < t o(u) no hay inducciones (por-
que no hay reglas propias), podemos aplicar el teorema 7.16 para sustituir la
subdemostracion de este secuente por la alternativa que acabamos de construir
(en cualquiera de los dos casos) y asi obtenemos una demostracion D’ del se-
cuente vacio con o(D’) < o(D), pero con una variable libre menos en su parte
final.

B) Particularizador izquierda Este caso es completamente analogo al ante-
rior. La férmula principal tiene que ser una sentencia Ag, de modo que tenemos
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Si la formula principal es verdadera, entonces existe un k < d(t) tal que a(k)
es verdadera, luego podemos construir la demostraciéon alternativa:

Vu < ta(u) 2
Vu < ta(u), r<A
=

y llegamos igualmente a una demostracion alternativa D’ del secuente vacio con
o(D") < o(D) y con una variable libre menos en su parte final.

C) Inducciéon La regla sera de la forma

a(y), T & A, a(y)
a(0), T = A, a(t) ’

donde las férmulas principales son sentencias.
Sea m = d(t), de modo que el teorema 3.7 nos da una demostracion de

L i =ty a su vez de otra demostracion E del secuente a(m) = a(t) en la
que no se usan inducciones ni cortes esenciales, lo que implica obviamente que
q = o(F) es un nuumero natural.

Observemos también que una demostracion sin cortes esenciales de un se-
cuente formado por férmulas 3, tiene que constar inicamente de formulas X1,
pues, tal y como razonabamos en la prueba del teorema 3.21, si una férmula no
es de tipo X1, sus descendientes tampoco pueden serlo y, como ninguno puede
eliminarse en un corte inesencial, si en E apareciera una férmula no X,,, tendria
que haber también una en el secuente final, y no es el caso.
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Llamemos S al secuente superior de la regla de inducciéon y Sy al inferior.
Si llamamos Dy a la subdemostracion de D formada por los secuentes situados
sobre S, sucede que la variable y no se usa como variable propia en Dy (pues
por la regularidad de D sélo se usa como variable propia una vez, y es en la
inferencia S/Sp), luego el teorema 3.11 nos da que, para todo nimero natural n,
al sustituir y por 7 en Dy obtenemos una demostracion Dy(7) del secuente

a(),T L A, a(n+1)

(notemos que y no puede aparecer en I' 0 en A). Ahora encadenamos asi las
demostraciones Dy(7):

Dy (0) Dyo(1)

20), TE A, o(l) o), TL A, a2) :
a(0), T = A, a(2) a2), TEL A, a3)
a(0), T = A, a(3)

hasta llegar a una demostracion del secuente

a(0),T' = A, a(m)
y, a su vez, combinando la prueba con E obtenemos:

E

a0), T = A, a(m)  a(m) = a(t)
a0), T = A, a(t)

En suma, obtenemos una demostracion alternativa D{ del secuente Sy. Al
sustituir Dy por D{ obtenemos una demostracion D’ alternativa a D en la que
hemos eliminado la induccién que estamos considerando. Vamos a calcular su
ordinal.

En primer lugar observamos que el ordinal en D’ de los secuentes
a@), ' = A, a(n+1)

sigue siendo p (pues ahora el ordinal de un secuente sélo depende de los secuentes
que tiene por encima). A su vez:

O(O‘(G)a = A7 a(é);D/) = /U'#Ma
o(a(0), I' = A, a(3); D) = p#pdtu

y asi:
o(a(0), I' = A, a(m); D") = p*m,

donde p*m = pft - - #u (m veces), de donde, a su vez,

0(So; D) = pxm +q.
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Ahora distinguimos dos casos: si 1 < w, entonces
0(S0; D') = pxm+q < w = 0(So; D).
Por otra parte, si p = w™ + - - -, entonces
0(So; D) =pxm+q=w"+--- <w"t =0(Sy; D).
El teorema 7.16 nos da entonces que o(D’) < o(D).

Ahora podemos razonar asi:

Si la parte final de D contiene una regla de induccion, aplicando repetida-
mente los casos anteriores a una regla propia que no tenga otra por debajo, o
bien tras un namero finito de aplicaciones de los casos A) y B) llegamos a una
demostracion D’ con o(D’) < o(D) y sin variables libres en su parte final (pues
en cada paso eliminamos una), o bien se da el caso C), en cuyo caso obtenemos
una demostracion con o(D’) < o(D).

Por lo tanto, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de D esta
formada exclusivamente por sentencias, lo que en particular implica que en ella
no hay reglas propias (y en particular no hay inducciones).

Observemos ahora que si una sentencia « no es Ay y aparece en la parte final
de D, no puede ser la formula auxiliar de ninguna regla de inferencia salvo la de
corte, pues las reglas de inferencia logicas darian lugar a una férmula principal
que no seria de tipo X1. En principio, a podria ser una férmula auxiliar de una
regla de induccién, pero estamos suponiendo que no hay inducciones en la parte
final. Por lo tanto, los descendientes de « tienen que ser idénticos a a.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene un axioma logico a = «
cuya formula a no es Ayg.

Segin acabamos de razonar, los descendientes de « tienen que ser idénticos
a «a y, como el secuente final es vacio, cada una de las dos formulas « tiene
un descendiente que se elimina en un corte. Supongamos que en primer lugar
desaparece un descendiente del antecedente, asi:

Dg a=a«a
£ A a a, TV S A
L, TV = A, A
=

donde A’ contiene un descendiente del a situado en el consecuente del axioma.
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Entonces podemos simplificar D hasta una demostraciéon D’ de la forma

Dy
£ A o
L, IM& A A
=

Llamemos S al secuente I', IV = A, A’. Como el ordinal de un secuente
depende tnicamente de los que tiene por encima:

p=0l = A a;D) =01 = A,a;D") = 0o(S; D).

A su vez, si los secuentes superiores del corte de D tienen ordinales py v en D,
entonces

o(S; D) = p#v > p = o(S; D).

El teorema 7.16 nos da entonces que o(D’) < o(D). Si en D se corta antes
la formula « del consecuente del axioma, un razonamiento totalmente analogo
nos lleva a la misma conclusion.

Como en cada paso se elimina un axioma, aplicando este proceso un niimero
finito de veces, tenemos que llegar finalmente a otra demostracion con ordinal
menor o igual en cuya parte final todos los secuentes iniciales constan tunica-
mente de formulas Ay (ya que los axiomas del igualador y los axiomas propios
constan unicamente de formulas A en cualquier caso).

En resumen, en este punto podemos suponer que los secuentes iniciales de
la parte final de D constan tnicamente de formulas Ag.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene una regla de debilita-
cién que introduce una féormula a que no es Ag y tomemos una que no tenga
otra por debajo. Supongamos que es una regla izquierda, pero el caso de la regla
derecha se trata andlogamente. Como ya hemos explicado, los descendientes de
« tienen que ser idénticos a « y, como el secuente final es vacio, uno de ellos
tiene que eliminarse posteriormente con un corte, por lo que D tiene que tener
esta estructura: I :> A

o TS AT

r£A a a, TV S A
DTS A A

Distinguimos dos posibilidades:

A) Si «a figura en el antecedente de algtin secuente que se combina mediante
un corte o una regla izquierda del disyuntor con otro situado bajo a, I'" = A",
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entonces « “aparece” aunque no usemos la regla de debilitacion que la introduce
en D, con lo que podemos considerar demostracion alternativa D’:

Fl/ :> A//

I's A « a, IV = A/
L, TV= A, A

=
que tiene el mismo ordinal, pero una debilitacién menos en su parte final.

B) Si « no figura el en antecedente de ningin secuente que se combina con
alguno de los secuentes situados bajo «, I = A”, entonces todas las reglas
intermedias siguen siendo validas si eliminamos a de los secuentes situados bajo
a, T" = A" (pues « es siempre una formula colateral y no hay debilitaciones
que puedan volverla a introducir), con lo que ahora obtenemos la demostracion
alternativa D' :

F// :> A//
I = A
I T2 A, A

=
Es claro que v = o(a, IV = A’; D) = o(TV = A'; D'), luego € = p#v > vy
el teorema 7.16 nos da que o(D’) < o(D).

En cada paso del caso B) eliminamos una regla de debilitacion de la parte
final de las que introducen férmulas no Ay, pero podemos introducir muchas
otras al llegar a I', TV = A, A’. No obstante el numero total de secuentes
iniciales de la demostracion disminuye (y en el caso A no aumenta), por lo que
tras un namero finito de pasos llegaremos a una demostraciéon en cuya parte
final todas las formulas principales de las reglas de debilitacion son de tipo Ay.

Asi pues, podemos suponer que en la parte final de D los secuentes iniciales
estan formados por sentencias Ag, que las formulas principales de las reglas de
debilitacion implicitas son Ag y que no hay reglas relevantes ni reglas propias.
Si D coincidiera con su parte final, al no contener reglas relevantes, se trataria
de una demostracion del secuente vacio formada tnicamente por sentencias Ay,
lo cual contradice al teorema 7.5.

Por consiguiente, podemos aplicar el teorema 7.11, segin el cual en la parte
final de D hay un corte adecuado.

e Consideremos un corte adecuado en la parte final de D que no tenga ningtn
otro por debajo. La formula de corte tiene que ser de la forma \/u a(u) o bien de
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la forma Au a(u). Podemos suponer que se da el primer caso, pues el segundo
se trata de forma totalmente andloga. Tenemos la estructura siguiente:

I 2 A at) a(y), I, B A}
IS AL Vea)  Vua(u), T "2 A

& A Vua(u) Vuwa(u), I’ £ A
I, I"= A A

=
Como la demostracion D es regular, el término ¢ no puede contener ninguna
variable propia usada en la subdemostracion del secuente a(y), I'y = A, y la
variable y no se usa como variable propia en dicha subdemostracion, ni aparece
en I o A}, luego podemos aplicar el teorema 3.11, segtn el cual, al sustituir

y por t en toda la subdemostracién obtenemos una demostracion del secuente
a(t), T = Al

Como «(t) es una sentencia Ay, el teorema 7.8 nos da que uno de los se-
cuentes = «(t) o a(t) = es demostrable (mediante sentencias Ag) con una
demostracion de ordinal 0. Pongamos que el secuente en cuestion es, concreta-
mente, = «(t). Consideramos la demostracion alternativa:

Fl g Al, Oé(t) F/l g A/l
Iy vigt Ay, Vua(u) Vua(u), T 2 4
2 A Vua(u) (h1) Vua(u), TV 2 A
I I"= A A
=
Puesto que

o(Nua(u), T = A; D) =1y <y + 1 =o0(Vua(u), I} = Af; D),
el teorema 7.16 nos da que o(D’) < o(D). u
Por consiguiente:

Teorema 7.13 Si IX; es contradictoria, existe una sucesion infinita estricta-
mente decreciente de ordinales menores que w®.

Por lo tanto, si la induccién transfinita vale hasta w®, podemos asegurar
que I3 es consistente.
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7.3 La consistencia de I,

En esta seccion vamos a combinar las ideas de las dos secciones precedentes
para probar que la induccion transfinita hasta w(™*1) implica la consistencia
de I¥,,. Més atn, vamos a obtener un resultado que no se aplicara iinicamente
a hipotéticas demostraciones del secuente vacio, sino a demostraciones “reales”,
del que podremos extraer otras consecuencias de interés.

Vamos a tratar con demostraciones en I1¥,, de las que supondremos tacita-
mente que constan tnicamente de formulas de tipo X, o II,,.

Empezamos por redefinir los conceptos de grado y altura:

Definicién 7.14 Definimos el grado de una féormula 3, o IT,, como una unidad
menos que el numero de cuantificadores no acotados que contiene, si es que
contiene al menos uno, y como 0 si la férmula es de tipo Ag.

De este modo, las formulas de grado 0 son ahora las de tipo ¥; o II;.

El grado de un corte es el grado de la formula de corte. El grado de una
induccién es el grado de la férmula de induccion.

La altura h(S; D) de un secuente S en una demostracion D es el maximo de
los grados de los cortes e inducciones que hay bajo S. Si no hay ninguno, la
altura es 0. En particular, el secuente final de una demostraciéon siempre tiene
altura 0.

Como en la seccién anterior, llamaremos reglas de inferencia relevantes en
una demostracion D a las reglas de los cuantificadores cuya féormula principal
no sea Ag o, lo que es lo mismo, las reglas que introducen cuantificadores no
acotados.

Y a continuacién introducimos una tercera forma de asociar ordinales a
demostraciones, que combina las dos definiciones anteriores:

A cada secuente S en una demostracion D en I3, le asociamos un ordinal
o(S; D) segun el criterio siguiente:

1. Si S es un secuente inicial de D, entonces

o(S; D) = {O si S todas sus formulas tienen grado nulo,
' 1 en caso contrario.

2. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitacién cuyo secuente

superior es S; y cuya féormula principal es «, entonces

o Jo(S1;D) si « tiene grado 0,
o(%; D) = {0(51; D) +1 sia« tiene grado > 0.

3. Si S es el secuente inferior de una regla logica irrelevante con un tnico
secuente superior S7, entonces o(S; D) = o(S1; D).
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4. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor con se-
cuentes superiores Sy y Sz, entonces o(S; D) = o(Sy; D)#0(S2; D).

5. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia relevante con secuente
superior S7, entonces o(S; D) = o(S1; D) + 2.
6. Si S es el secuente inferior de una regla de corte con secuentes superiores
Sy y Sz, entonces o(S; D) = why —h, (L1#12), donde
hl = h(Sl; D) = h(Sg; D), ho = h(S, D), i = O(SZ'; D)
7. Si S es el secuente inferior de una inducciéon con secuente superior S’,
entonces
(h1—ho+1) : 1Y —
o(S; D) =¥ 1—ho si O(S/,D) 0,
Why—ho+1(M+ 1) sio(S;D)=w"+ -,
donde hy = h(S’; D), hg = h(S; D).
El ordinal o(D) de una demostracion D es el ordinal de su secuente final.

Ejemplo En la demostracion del ejemplo de la pagina 68 todas las formulas son
31, luego todas tienen grado 0, luego todos los secuentes tienen altura 0. Esto
hace que todos los secuentes tengan ordinal 0 hasta que se aplican las reglas del
particularizador, al final: : :

0 0
2 T2
0 4
0 6
2 w
w+ 2 u

Observacion Si un secuente tiene ordinal 0, necesariamente sus formulas son
todas de grado 0, pues los secuentes iniciales solo tienen formulas Ag, y cualquier
regla que introduce una férmula de grado no nulo incrementa el ordinal en al
menos una unidad.

Mas atn, para cada férmula « del secuente final de grado no nulo, podemos
considerar sus fibras de ascendientes directos, que tienen que acabar necesaria-
mente en un secuente inicial de ordinal 1, en la féormula principal de una regla
relevante o en la formula principal de una regla de debilitacién. Para cada fibra
¢, definimos ny = 1 en los dos primeros casos y ny = 2 en el segundo.

Definimos n, como el mayor de los nimeros n, (entendiendo que si v apa-
rece tanto en el antecedente como en el consecuente del secuente final, entonces
tenemos dos valores distintos de n,) y llamemos Np a la suma de los ntime-
ros Ny, para todas las formulas a de grado no nulo del secuente final de D. Es
facil ver que o(D) > Np.

En particular, o(D) es mayor o igual que el namero de formulas de grado no
nulo en su secuente final. ]

Observemos en primer lugar que los ordinales obtenidos por esta asignacion
estan acotados:
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Teorema 7.15 Si D es una demostracion en 13, formada inicamente por for-
mulas de ¥, o I1,,, entonces o(D) < w1,

DEMOSTRACION: Definimos el rango de un ordinal no nulo g como el tinico
ntimero natural r = r(u) tal que W™ < p < WY mientras que r(0) = —1.
Tenemos que probar que el rango de o(D) es < n.

Es claro que las tunicas reglas de inferencia en las que el secuente inferior
puede tener ordinal de rango estrictamente mayor que los de sus secuentes su-
periores son los cortes y las inducciones.

En el caso de un corte, tenemos que

7(Why—ho (U#V)) = r(p#tv) + by — ho = max{r(u),r(v)} + h1 — ho.

Consideremos ahora una regla de induccién cuyo secuente superior tenga
ordinal y = w™ + ---. Hay dos posibilidades:

e Sin = 0, entonces y es un nimero natural no nulo, luego r(u) = 0. Por

otra parte, r(wn, —p, (M + 1)) = r(wP1="0)) = hy — hy.

e Siny >0, se cumple que r(n +1) =r(u)—1, puessir =r(n+1) = r(m),
tenemos que w(") < m < w1 luego

WD) — o <Wh 4... < e )

Por lo tanto, r(whn, —he+1(m + 1)) = r(u) + h1 — ho.

En cambio, si el secuente superior tiene ordinal u = 0, el rango del secuente
inferior es hy — hg + 1 y el del secuente superior es —1, luego en general, para
una induccion S’/S, tenemos que

rlo(siD) ~ ol D) = {1 Zjo T2 e IS

Ahora formamos un hilo en D partiendo del secuente final y ascendiendo
con el criterio de que cada vez que lleguemos al secuente inferior de una regla
de corte pasemos al secuente superior con mayor ordinal. Si el hilo es

So— 52—+ = Sp,

donde Sy es un secuente inicial de D y S), es el secuente final, entonces la sucesién
de alturas h; = h(S;) es decreciente:

n—1>hyg>h; >--->h, =0,
y los rangos r; = r(0(S;; D)) son crecientes:

—1l=ro<r; <---<r,=7r(o(D)),
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y, segiin hemos visto,
ri —Tic1 < hio1 — hy,

salvo si r;_1 = —1, en cuyo caso puede ser r; — ;1 < h;_1 — h; + 2, pero esto
hace que r; > 0, por lo que este caso se puede dar a lo sumo una vez. Por lo
tanto, sumando para i = 1,...p, resulta que

r(o(D))+1<hyg—0+2,

donde el +2 final es por la posibilidad excepcional de que en el hilo haya una
regla de induccién con secuente superior de rango 0. En definitiva llegamos a
que r(o(D)) < hg+1<n. "

Es inmediato comprobar que el teorema 7.8 sigue siendo valido para esta
nueva asignacion de ordinales. También podemos probar una version de los
teoremas 7.2 o 7.9 modificando ligeramente los célculos de la demostracion:

Teorema 7.16 Sea D una demostracion que contenga un secuente Sy de modo
que no haya ninguna induccion bajo S1. Sea Dy la subdemostracion de D for-
mada por los secuentes situados por encima de Sy y sea D otra demostracion
de S1 tal que o(S1; Dy) < o(S1; D) (resp. o(S1;Dy) < 0(S1;D)). Sea D' la de-
mostracion que resulta de reemplazar Dy por Dy en D. Entonces o(D’) < o(D)
(resp. o(D") < o(D)).

DEMOSTRACION: Vamos a probar el teorema en el caso de la desigualdad
estricta. El otro caso se prueba sustituyendo en la demostracién todas las de-
sigualdades estrictas por desigualdades no estrictas. Consideremos un hilo de D
que pase por S; y vamos a probar que cada secuente .S de dicho hilo situado por
debajo de Sy cumple o(S; D) < o(S; D). Luego, basta aplicar esto al secuente
final de ambas pruebas.

Por hipétesis se cumple cuando S = S, y basta probar que si un secuente S’
cumple la desigualdad, lo mismo sucede con el secuente S que estd inmediata-
mente por debajo en el hilo. Esto se comprueba regla a regla. Si la regla que
pasa de S” a S es de debilitacion, si la formula principal es de grado 0, tenemos

o(S;D") = o(S8";D") < o(S"; D) = o(S; D).
y en caso contrario
o(S; D) =0(5;D")+1<0(S";D)+1=0(S; D).

Si la regla que pasa de S’ a S es una regla logica irrelevante y con un tinico
secuente superior, tenemos que

o(S;D") = 0(S";D") < o(S"; D) = o(S; D).

Si se trata de la regla izquierda del disyuntor y sus secuentes superiores son
S’y S”, entonces o(S”; D) = o(S”; D) y

o(S;D") = o(S'; D")#0(S"; D') < o(S'; D)#0(S"; D) = o(S; D).
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Si se trata de una regla relevante tenemos que
o(S;D") =0o(S8"; D) +2 < 0o(S"; D) + 2 = 0o(S; D).

Si la inferencia es un corte, entonces las alturas hg y h; son las mismas en
D y en D', luego, llamando S” al segundo secuente superior, entonces tenemos
que o(S"; D'y =0(S";D) y

0(8: D') = why—n, (0(S's D')#o(S"; D))

< Why—ho (0(S"; D)#0(S"; D)) = o(S; D). -
La definicion de la parte final de una demostracion es la misma que la que
hemos empleado en la seccién anterior:

Definicion 7.17 La parte final de una demostracion esta formada por los se-
cuentes que no tienen por debajo ninguna regla de inferencia relevante implicita.

Lo mismo sucede con la definicion de corte adecuado:

Un corte en una demostracion en IX,, es sustancial si la férmula de corte
no es Ag. El corte es adecuado si ademas las dos formulas de corte tienen un
ascendiente que es la féormula principal de una regla fronteriza.

El teorema 7.11 lo hemos enunciado con la generalidad suficiente como para
que sea aplicable en el contexto de esta seccion.

Ya estamos en condiciones de demostrar la consistencia de 1%, pero, en
lugar de partir de una hipotética demostracion del secuente vacio, vamos a
considerar en principio una situacién mas general que si que puede darse y de
la que extraeremos consecuencias de interés.

Vamos a considerar una demostracion en I¥,, de un secuente S* cuyo antece-
dente consta tnicamente de sentencias I1; y cuyo consecuente consta tiinicamente
de sentencias ;. Notemos que esto no excluye que S* sea el secuente vacio.

Como el conjunto de férmulas que son 3, o I1,, es cerrado para sustitucion y
para subférmulas, el teorema 3.22 nos asegura que S* admite una demostraciéon
en I3, formada exclusivamente por férmulas de tipo X, o IL,.

Como en la secciéon precedente, llamamos reglas de inferencia propias a la
regla derecha del generalizador, la regla izquierda del particularizador y la regla
de induccioén.

Teorema 7.18 Sea D una demostracion en 1%, que conste unicamente de for-
mulas ¥, o 1, y cuyo secuente final S* tenga unicamente sentencias I1; en su
antecedente y sentencias 31 en su consecuente. Entonces existe otra demostra-
cion D' de S*, formada también por férmulas ¥, o II,,, tal que o(D') < o(D)
y, si se da la igualdad, D' no tiene reglas de inferencia propias ni cortes sus-
tanciales.
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DEMOSTRACION: El teorema 3.13 nos permite transformar D en una de-
mostraciéon regular sin alterar su ordinal. Alternativamente, podemos suponer
que la demostracién D es regular.

e Si en la parte final de D aparece una variable libre que no es la variable
propia de ninguna regla de inferencia, por el teorema 3.11 podemos sustituirla
por la constante 0, y obtenemos asi una demostracion (del mismo secuente S*,
pues éste no contiene variables libres) con el mismo ordinal.

Repitiendo este proceso un nimero finito de veces podemos suponer que en
la parte final de D no hay ninguna variable libre que no esté usada como variable
propia de una (tnica) regla de inferencia.

e Supongamos que la parte final de D contiene una regla propia y conside-
remos una que no tenga ninguna otra por debajo. Esto implica que todos los
secuentes situados bajo ella constan tnicamente de sentencias, pues, como la
demostracién es regular, cada variable libre es la variable propia de una regla
de inferencia y s6lo aparece por encima de ella. Distinguimos tres casos segin
el tipo de regla:

A) Generalizador derecha La formula principal tiene que ser una senten-
cia Ag (o se trataria de una regla relevante), luego sera de la forma:

(Las letras sobre las flechas de los secuentes denotaran siempre el ordinal del

secuente.) Sila férmula principal es falsa, existe un k < d(t) tal que a(k) es falsa,
pero entonces k < t — a(k) es falsa, y por 7.8 podemos demostrar el secuente

- = 0 . L. .
k <t — a(k) = de modo que la prueba contiene tinicamente sentencias Ag.
Por otra parte, como y no se usa como variable propia en la demostraciéon del
secuente superior, el teorema 3.11 nos da una demostracién del secuente

PE A E<t—ak).

Consideramos la demostracion alternativa:

TLAE<toak k<t—alk) =
r£A
L A Au<talu)

S*
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Si la formula principal en verdadera, entonces por 7.8 podemos demostrar

0 . L .
= Au < ta(u) con una demostracion formada tinicamente por sentencias Ay,
y tenemos la prueba alternativa

2 Au § ta(u)
I'= A, Au<ta(u)

S*
El ordinal del ultimo secuente es igual al nimero de féormulas de grado no
nulo que hay en I' y A, que es menor o igual que pu.
Como por debajo del secuente I' £ A, Au < t a(u) no hay inducciones (no
hay reglas propias, en general), podemos aplicar el teorema 7.16 para sustituir la
subdemostracion de este secuente por la alternativa que acabamos de construir

y asi obtenemos una demostracion D’ del secuente S* con o(D’) < o(D), pero
con una variable libre menos en su parte final.

B) Particularizador izquierda Este caso es completamente anélogo al ante-
rior. La féormula principal tiene que ser una sentencia Ay, de modo que tenemos

y<tha(y,T & A
\/uSta(u),F%A

S*
Si la formula principal es verdadera, entonces existe un k < d(t) tal que (k)
es verdadera, luego podemos construir la demostracion alternativa:

mientras que si la formula principal es falsa, tenemos simplemente

Vu < t'a(u) 2
Vu<ta(u), T = A

S*
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y llegamos igualmente a una demostracion alternativa D’ del secuente S* con
o(D'") < o(D) y con una variable libre menos en su parte final.

C) Induccién La regla sera de la forma

a), T & A, aly) ()
a0, T= A, alt)  (ho)

donde las férmulas principales son sentencias.
Sea m = d(t), de modo que el teorema 3.7 nos da una demostracion de

L m =ty asu vez de otra demostracion E del secuente a(m) = a(t) en la
que no se usan inducciones ni cortes esenciales. Como en un corte inesencial
la altura de los secuentes superiores coincide con la del secuente inferior, se
comprueba inmediatamente que ¢ = o(F) es un ntmero natural.

Observemos también que una demostracion sin cortes esenciales de un se-
cuente formado por férmulas ¥, tiene que constar tinicamente de férmulas X,
pues, tal y como razonabamos en la prueba del teorema 3.21, si una férmula no
es de tipo X, sus descendientes tampoco pueden serlo y, como ninguno puede
eliminarse en un corte inesencial, si en E apareciera una férmula no ¥, tendria
que haber también una en el secuente final, y no es el caso.

Llamemos S al secuente superior de la regla de inducciéon y Sy al inferior.
Si llamamos Dy a la subdemostracion de D formada por los secuentes situados
sobre S, sucede que la variable y no se usa como variable propia en Dy (pues
por la regularidad de D sélo se usa como variable propia una vez, y es en la
inferencia S/Sp), luego el teorema 3.11 nos da que, para todo ntimero natural n,
al sustituir y por 7 en Dy obtenemos una demostracion Dy(7i) del secuente

(i), T & A, a(n+1)

(notemos que y no puede aparecer en I' 0 en A). Ahora encadenamos asi las
demostraciones Dy (7):

Dy (0) Do(1)

a(0), T2 A a(l) o), TE A, o) :
a(0), T = A, a(2) a2), TL A, a3)
a(0), T = A, a3)

hasta llegar a una demostraciéon del secuente
a(0),T'= A, a(m)
y, a su vez, combinando la prueba con E obtenemos:

E

a0, T = A, a(m)  a(m) = a(t)
a(0), T = A, «aft)
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En suma, obtenemos una demostracion alternativa Dy, del secuente Sy. Al
sustituir Dy por D{, obtenemos una demostracion D’ alternativa a D en la que
hemos eliminado la induccién que estamos considerando. Vamos a calcular su
ordinal.

En primer lugar observamos que S tiene altura hy en D, lo que significa
que hy es el maximo de los grados de los cortes situados bajo S y del grado
de la féormula de induccion a(y). Pero todas las formulas «(7) tienen el mismo
grado que a(y), luego todos los cortes situados en D’ entre un secuente

am), T = A, a(n+1)

y el secuente a(0), I' = A, «a(t) tienen el grado de a(y), lo que se traduce en
que las alturas de los cortes e inducciones contenidos en Dg(72) como parte de
D’ son las mismas que las que tienen en Dy como parte de D, luego el ordinal
en D’ de los secuentes

a(i),I' = A, a(n+1)

sigue siendo pu. Ademaés, todos los cortes que combinan estos secuentes en Dy
estan formados por secuentes de altura hi, por lo que el ordinal del secuente
inferior cada corte es la suma formal de los de los secuentes superiores. Concre-
tamente:

o(a(0), I' = A, a(2); D') = p#p,
O(O‘(G)ﬂ I'= A, a(g); Dl) = pAuH#p

y asi:
o(a(0), I' = A, a(m); D') = pxm,

donde p*xm = pu# - #u (m veces).

Por tltimo, en el tltimo corte de Dj, los secuentes superiores tienen altura h;
en D' y el secuente inferior tiene la misma altura hg que en D, luego

0(S0; D) = why —no (¥ m + q).
Ahora distinguimos dos casos: si = w" 4 - - -, entonces
prm4q=wl4- <t
luego
0(S0; D) = wny o (1% m + q) < Why—ho (W) = wiy —ngr1(n + 1) = 0(So; D).
Si, por el contrario, u = 0, igualmente
0(S0; D) = why—ny(q) < w0t = o(Sy; D).

El teorema 7.16 nos da entonces que o(D’) < o(D).

Ahora podemos razonar asi:
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Si la parte final de D contiene una regla de induccién, aplicando repetida-
mente los casos anteriores a una regla propia que no tenga otra por debajo, o
bien tras un numero finito de aplicaciones de los casos A) y B) llegamos a una
demostracion D’ con o(D’) < o(D) y sin variables libres en su parte final (pues
en cada paso eliminamos una), o bien se da el caso C), en cuyo caso obtenemos
una demostracion con o(D’) < o(D).

Por lo tanto, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de D esta
formada exclusivamente por sentencias, lo que en particular implica que en ella
no hay reglas propias (y, méas en particular, no hay inducciones).

e Supongamos que la parte final de D contiene una regla de inferencia rele-
vante.

Por definicion, la parte final no contiene reglas de inferencia relevantes impli-
citas, luego la regla tiene que ser explicita. Por otra parte, no puede ser propia,
luego tiene que ser una regla derecha del particularizador o una regla izquierda
del generalizador. Supongamos el primer caso, pues el segundo es anilogo. La
demostracion sera de la forma:

£ A, aft)
22 A, Vu alu)

"2 A, Vua(u)
Como la regla es explicita, a(t) es una sentencia Ag, luego, segin el teorema 7.8,
podemos demostrar = «(t) o bien a(t) = con una demostracion de ordinal 0

formada por sentencias Ag, por lo que no contiene reglas propias ni cortes
sustanciales. En el primer caso una demostracién alternativa D’ es

4 ;(t)
=X Vua(u)
"= A, Vua(u)

cuyo ordinal es una unidad mas que el numero de férmulas de grado no nulo
del secuente final, luego es < o(D) y D’ no contiene reglas propias ni cortes
sustanciales.

En el segundo caso tomamos como D’ la demostracion
TLA o) o)
r£ A
I £ A, Vua(u)

I/ é; A Vua(u)
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Como hemos probado el secuente I' = A, Vua(u) con ordinal p < p+ 2, el
teorema 7.16 nos da que o(D’) < o(D). Tras un namero finito de pasos, o
bien llegamos a una demostracion D’ de ordinal menor, o bien a una sin reglas
propias ni cortes sustanciales.

Asi pues, a partir de aqui podemos suponer que D no contiene reglas rele-
vantes en su parte final.

Observemos ahora que si una sentencia « no es A y aparece en la parte final
de D, no puede ser la férmula auxiliar de ninguna regla de inferencia salvo la de
corte, pues las reglas de inferencia logicas distintas de las de los cuantificadores
darian lugar a una férmula principal que no seria de tipo X, o Il,,, y una regla
de un cuantificador que tuviera a o como férmula auxiliar seria relevante, y no
hay reglas relevantes en la parte final de D. En principio, o podria ser una
formula auxiliar de una regla de induccién, pero estamos suponiendo que no
hay inducciones en la parte final. Por lo tanto, los descendientes de « tienen
que ser idénticos a .

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene un axioma légico o = «
cuya formula a no es Ag.

Si o empieza por un particularizador, entonces la férmula del antecedente se
tiene que eliminar en un corte, pues de lo contrario llegaria al secuente final sin
ser 1. Igualmente, si & empieza por un generalizador, es un descendiente de la
formula del consecuente la que tiene que eliminarse en un corte. En caso de que
se eliminen las dos, consideramos la que se elimina primero. Pongamos que es
la del antecedente, pues el caso contrario se trata andlogamente. La situacion

es
Dg a=«a

LA o a, TS A
L, IV = A, A
S*
donde A’ contiene un descendiente del a situado en el consecuente del axioma.
Entonces podemos simplificar D hasta una demostraciéon D’ de la forma

Dy
'L A o
I,I'E A A
S*

Llamemos S al secuente I', IV = A, A’. Si la férmula o contenida en A se
mantiene hasta S*, entonces es una sentencia i, luego su grado es 0, por lo
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que al pasar de D a D’ hemos eliminado un corte de altura 0, luego las alturas
en D de todos los secuentes de la subdemostracién Dy que acaba en I' = A, «
son las mismas que sus alturas en D’. Si, por el contrario, o se elimina en un
corte posterior (situado en los tltimos puntos suspensivos), entonces se trata de
un corte del mismo grado que el que hemos eliminado, por lo que también en
este caso las alturas de los secuentes de Dj no se ven alteradas.

Por consiguiente, en ambos casos:

p=ol = Aa;D) =0l = A,a;D") = o(S; D).

Mas atn, como la altura de los dos secuentes superiores del corte de D es la
misma que la del secuente inferior, si los secuentes superiores tienen ordinales
pwy ven D, entonces

o(S; D) = p#v > u' = o(S; D),

pues u’ es p mas el namero de formulas de grado no nulo en IV y A’ menos 1
(pues no hace falta introducir «) y este nimero es < v.

El teorema 7.16 nos da entonces que o(D’) < o(D). Si en D se corta antes
la formula « del consecuente del axioma, un razonamiento totalmente anéalogo
nos lleva a la misma conclusion.

Como en cada paso se elimina un axioma, aplicando este proceso un nimero
finito de veces, tenemos que llegar finalmente a otra demostraciéon con ordinal
menor o igual en cuya parte final todos los secuentes iniciales constan tnica-
mente de formulas Ag (ya que los axiomas del igualador y los axiomas propios
constan tnicamente de férmulas Ag en cualquier caso).

En resumen, en este punto podemos suponer que los secuentes iniciales de
la parte final de D constan tnicamente de formulas Ag.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene una regla de debi-
litacién implicita que introduce una féormula a que no es Ag y tomemos una
que no tenga otra por debajo. Supongamos que es una regla izquierda, pero
el caso de la regla derecha se trata andlogamente. Como ya hemos explicado,
los descendientes de « tienen que ser idénticos a a. Que la regla sea implicita
significa que la formula introducida tiene que eliminarse posteriormente con un
corte, por lo que D tiene que tener esta estructura:

F// :.> A//
TS AT

Tr£Aa () aol/3A
IS A, A (hy)

S*
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Distinguimos dos posibilidades:

A) Si « figura en el antecedente de algin secuente que se combina mediante
un corte o una regla izquierda del disyuntor con otro situado bajo a, I = A",
entonces « “aparece” aunque no usemos la regla de debilitacion que la introduce
en D, con lo que podemos considerar demostracion alternativa D’:

Fl/ :> A/l

I's A « a, IV = A/
L, TV = A, A

S*
que tiene el mismo ordinal, pero una debilitacién menos en su parte final.

B) Si a no figura el en antecedente de ningin secuente que se combina con
alguno de los secuentes situados bajo a, I’ = A”, entonces todas las reglas
intermedias siguen siendo vélidas si eliminamos « de los secuentes situados bajo
a, T" = A" (pues « es siempre una formula colateral y no hay debilitaciones
que puedan volverla a introducir), con lo que ahora obtenemos la demostracion
alternativa D’:

1’\// :> A//

" % A’ (ho)

I, "% A A (h)

S*
La altura hg del secuente I', IV = A, A’ es la misma en D y en D', pero
al haber eliminado un corte, la altura de los secuentes situados sobre él puede
cambiar. Sea S un secuente en D situado sobre a, IV = A’ y sea S’ el secuente

correspondiente en D’. Sea h = h(S, D)y h' = h(S’,D’). Claramente b’ < h y,
mAs precisamente, vamos a ver que

wh—n (0(S; D)) > o(S"; D'). (7.2)
Admitiendo esto, tenemos en particular que wp, —p, (¥) > v/ y distinguimos
dos casos:

Sien I' y A todas las férmulas son de grado 0, entonces

£= th,hO(M#V) > th,hO(V) > V="
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Si, por el contrario, en I' y A hay formulas de grado no nulo, entonces v/
es igual a v’ mas el namero de tales formulas, luego v/ < p#v’. Por lo tanto,
teniendo en cuenta el teorema 6.9,

§= Why—hg (:U'#V) 2 Why—hy (M)#Whl—ho (V) > /u'#whl—ha (V) > /L#Z// > v
El teorema 7.16 nos da que o(D’) < o(D).

En cada paso del caso B) eliminamos una debilitacion implicita de la parte
final de las que introducen férmulas no Ag, pero podemos introducir muchas
otras en el dltimo paso de D’. No obstante, el nimero total de secuentes iniciales
de la demostracion disminuye (y en el caso A no aumenta), por lo que tras un
numero finito de pasos llegaremos a una demostracién en cuya parte final todas
las formulas principales de las reglas de debilitacion implicitas son de tipo Ag.

Vamos a probar (7.2). Obviamente la relacion es cierta cuando S es un
secuente inicial, pues los dos ordinales son iguales, luego basta probar que si la
cumplen los secuentes superiores de una regla de inferencia, también la cumple
el secuente inferior. Al mismo tiempo demostraremos que si un secuente tiene
ordinal 0 en D, también tiene ordinal 0 en D’ (notemos que esto es cierto para
los secuentes iniciales). Distinguimos todos los casos posibles:

1. En el caso de una regla de debilitacion S/Sp, se cumple que ambos secuen-
tes tienen la misma altura h y los correspondientes S’/Sj en D’ también
tienen la misma altura h’. Segun si la formula principal tiene o no grado 0,
el calculo sera

wh—n(0(S0; D)) = wh—n (0(S; D)) > o(S"; D) = o(Sy; D)
o bien

wnn(0(S0; D)) = wn(0(85 D)) + 1= o(8': D) + 1 = o(Sp: D).

Ademas, si o(Sp; D) = 0, necesariamente o(S; D) = 0 (y esto implica
que la formula principal tiene grado 0), luego, por hipotesis de induccion,
o(S’; D") =0, luego o(S}; D') = 0.

2. En el caso de una regla logica irrelevante S/Sy con un tnico secuente su-
perior, como antes se cumple que ambos secuentes tienen la misma altura
h y los correspondientes S’/S{ en D’ también tienen la misma altura b/,
por lo que

Wh—n(0(So; D)) = wh_pn(0(S; D)) > o(S"; D') = o(Sy; D).

Ademas, si 0(Sp; D) = 0, necesariamente o(S; D) = 0, luego, por hipotesis
de induccion, o(S’; D') = 0, luego o(S); D') = 0.
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3. En el caso de una regla izquierda del disyuntor, los secuentes superiores
S y S tienen la misma altura h que el secuente inferior Sy, y lo mismo
sucede con la regla correspondiente en D’. Por lo tanto,

wh_n(0(S; D)#0(S; D)) > wh_n(0(S; D)) #wh_n (0(S; D))
> o(8"; D')#o(S'; D)

salvo que alguno de los ordinales o(S; D), 0(S; D) sea nulo, pero si, por
ejemplo, lo es o(S; D), por hipotesis de inducciéon también o(S’; D') = 0,
luego -
wp—n (0(S; D)#0(S; D)) = wp—n (0(S; D))
> o(9"; D) = o(S’; D")#o(S"; D).

Ademas, si o(Sp; D’) = 0, necesariamente o(S; D) = o(S; D) = 0, luego
por hipotesis de induccion o(S’; D') = o(S’;D') = 0, luego también
o(Sy; D') = 0.

4. En el caso de una regla logica relevante, digamos S/Sj, ambos secuentes
tienen la misma altura h, e igualmente en la regla S’/S{, ambos secuentes
tienen altura h’. Entonces

wh—n(0(S; D) +2) > wp—p (0(S; D)) Ftwn—n(2) > o(S; D') + 2,

salvo a lo sumo si o(S; D) = 0, en cuyo caso, también o(S’; D) = 0 y el
célculo es

Wh—n (0(S; D) +2) = wp_pn(2) > 2 =0(Sy; D).
En este caso no puede ocurrir que o(Sp; D) = 0.
5. Consideremos ahora un corte en D y el correspondiente en D'

S S S8
S S7

Llamemos h; y hg a las alturas de los secuentes superiores y del secuente
inferior en D, respectivamente, y h] y h{, a las alturas de los secuentes
correspondientes en D’. Sean p; = o(S;; D) v u; = o(S}; D). Llamemos g
al grado del corte y distinguimos tres casos:

(a) Sih{ < hg < g,entonces hy = g = h, luego la hipotesis de induccion
es que p; > ul. A su vez,

Who—hy (Why —ho (K1 F112)) = Why —ny (1 Fp12) = Wiy —py (R F115).

(b) Si g < hy < hg, entonces hy = hg y b} = h{, y de nuevo la hipotesis
de induccion es p; > p). Tenemos entonces que

Who—hy, (P FFH2) > b > py F s
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(¢) Sihj < g < hg, entonces hy = hg, b} = g y la hipotesis de induccion
s Why—g (i) > 1. Entonces

Who—ny (1 #H2) = Wg—ny (Who—g (H1FE112)) >

Wit — ity (Who—g (101) FWho—g(112)) > why —ny (1 F15),

en principio salvo si algin p; = 0, pero en tal caso, por ejemplo,
si po = 0 = pb, la hipotesis de induccion wp,—g(p1) > p) nos da
Wg—ny (Who—g(p1)) > wy—nr (1), que equivale a la desigualdad que
queremos probar wp, —p (U1 #H2) > Wht —py (B F15).

Ademas, si 0(Sp; D) = 0, necesariamente h; = hg y p1 = ug = 0, con lo
que p} = phH = 0. Ademas, todas las formulas de S; y Sy tienen que tener
grado 0, incluida la formula de corte, luego g = 0, luego h}j = h{, y, por
consiguiente, o(Sgy; D') = 0.

Finalmente consideramos una regla de inducciéon S/Sy. Como en el caso
anterior, llamamos hy y hg a las alturas del secuente superior y del secuente
inferior en D, respectivamente, y b} y &' : 0 a las alturas de los secuentes
correspondientes en D’. Supongamos en primer lugar que

pw=o(S;D)=w"+---, p =o0(S;D)=w" + -

Llamamos g al grado de la férmula de induccion y distinguimos los mismos
tres casos que antes:

a) Sihy < ho < g, entonces hy = g = h/, luego la hipdtesis de induccion
0 1
es que p > p/, lo que implica que n > 7. A su vez,

Who—hy (Why—ho+1(1 + 1)) = why —ng 1 (N +1) > why g1 (' +1).

(b) Si g < h{ < hg, entonces hy = hg y b} = h{ y de nuevo la hipotesis
de induccion es p > p/. Tenemos entonces que

’
who—h{) (wnJrl) Z wn+1 Z W +1.

(c) Sih{ < g < hg, entonces hy = hg, h] = g y la hipétesis de induccién
es wpy—g(p) > 1. Esto significa que

Who—g (W 4 - +) = who=a—1 (W) > W
luego why—g—1 (W) > wpy—g1(WT+ ) > 1, luego
Why—g-1 (W) Z ' +1,
Tuego why g (W) > w1 luego
Who—ny (0(8; D)) = why—ny (W) = wypy (Who—g (W) >

Wy (W) = wpg—py 1 (0 +1) = o(S'; D).
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Si u = 0, por hipotesis de induccién también p’ = 0y, como todas las
formulas del secuente S tienen grado 0, necesariamente g = 0, luego nece-
sariamente se cumple el caso (b) precedente. La comprobacion se reduce
a

who_%(w(hrhwl)) = whi=hotl) >y — (i —ho+1),
Sip=w"+---yu =0, también g = 0, luego estamos de nuevo en el
caso (b) y la comprobacion se reduce a wp,—p (W) > w.

En este caso no puede suceder que o(Sp; D) = 0.

Asi pues, podemos suponer que en la parte final de D los secuentes iniciales
estan formados por sentencias Ag, que las formulas principales de las reglas de
debilitacion implicitas son Ag y que no hay reglas relevantes ni reglas propias.

Si D coincide con su parte final, no puede contener cortes sustanciales, ya
que los hilos que terminan en una férmula de corte no Ag no podrian iniciarse
ni en axiomas, ni en reglas de debilitacion, ni en reglas relevantes, con lo que la
demostracion D ya cumple las condiciones requeridas por el enunciado (hemos
encontrado una demostracion D’ tal que o(D’) < o(D) sin reglas de inferencia
propias ni cortes sustanciales).

En caso, contrario, podemos aplicar el teorema 7.11, segtin el cual en la parte
final de D hay un corte adecuado.

e Consideremos un corte adecuado en la parte final de D que no tenga ningtin
otro por debajo. La féormula de corte tiene que ser de la forma \ua(u) o bien
Aua(u). Podemos suponer que se da el primer caso, pues el segundo se trata
de forma totalmente analoga. Tenemos la estructura siguiente:

I 2 Ay alt) a(y), I 2 A}

I "2 Ay Vu a(u) Vua(u), T vet? Al

r& A, \/u a(u) (h1)  Vu a(u),. 2 A
I, TV = A, A

Como la demostracién D es regular, el término ¢ no puede contener ninguna
variable propia usada en la subdemostracion del secuente a(y), I'j = A, v la
variable y no se usa como variable propia en dicha subdemostracion, ni aparece
en I'} o A}, luego podemos aplicar el teorema 3.11, segtn el cual, al sustituir
y por t en toda la subdemostracion obtenemos una demostracion del secuente
a(t), T = Al

Si el grado de la formula de corte es 0, entonces a(t) es Ay, luego, por 7.8,
uno de los secuentes = «(t) o a(t) = es demostrable (mediante sentencias Ag)
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con una demostraciéon de ordinal 0. Pongamos que el secuente en cuestion es,
concretamente, = «(t). Consideramos la demostracion alternativa:

: Lal)  a®), T2 A
I 2 A, at) 2 A
Iy vigd A1, Vu alu) Vu a(u), T} vegl Al

r& A, \/u au) (h1) Vu a(u),. 2 A
I I"= A A

Puesto que
oVNua(u), Ty = A D) =v +1 <o +2=o0Vua(u), I'l = Al; D),
el teorema 7.16 nos da que o(D’) < o(D).

Si la formula de corte tiene grado no nulo, entonces la altura de los secuentes
superiores del corte es h; > 0, por lo que podemos considerar el secuente més
alto I = A" situado bajo I', TV = A, A’ (podria ser el mismo) cuya altura hg
es estrictamente menor que h:

I 2 A, a(t) a(y), T} 2 Al

T g2 Aq, Vua(u) Vua(u), T g2 Al

& A, .\/u au) (h1)  Vu a(u),. 2 A
O, TV = A, A

I L A" (hy)

Ahora consideramos la demostracion alternativa D’ siguiente, que por razo-
nes tipograficas descomponemos en dos bloques:

Fl g Al, a(t)
Ty vigl Ay, a(t), Vua(u)

r A, a(t), Vua(u) (h1) Vua(u), T’ SN
ILTV= A, A at)

T = A, aft) (h)
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a(t), Iy = A
Vua(u), at), T} 21 Al

r A, Vua(u) (b))  Vua(u), a(t), T’ SN
alt), T, T/ = A A’

(h) a(t), T" = A"

Estos dos bloques se combinan en un corte:

I = A" a(t) (h)  (h) aft), I” = A"
I L A" (ho)

Empezamos ambos bloques sustituyendo las reglas del particularizador por
reglas de debilitacion sin mas que conservar a(t) en el secuente final. Todas
las reglas de inferencia siguen siendo vélidas, con lo que podemos llegar a los
secuentes superiores del corte original con la adicion de «(t). Cortando dos veces
Vu a(u) podemos continuar la deduccion manteniendo el a(t) adicional hasta
eliminarlo justo antes de T = A’ y a partir de ahi continuamos la deduccion
original.

Vamos a probar que la nueva demostraciéon D’ tiene ordinal menor que la
original D. En primer lugar tenemos que

o(a(t), T = A D') = o(a(y), Ty = A}; D) = vy,

pues por debajo de estos secuentes hemos anadido el corte de «(t), pero su
grado es menor que el del corte de \/ua(u), luego las alturas de los secuentes
correspondientes en ambas subdemostraciones son las mismas.

Ahora observamos que los secuentes superiores de los cortes de \/u a(u) en D’
siguen teniendo altura h, pues por debajo no tienen ninguna induccién y tienen
los mismos cortes, salvo un corte afiadido con formula de corte «(t), pero ésta
no aumenta la altura, ya que h; es mayor o igual que el grado de Vu a(u), que
es mayor que el de «(t). Obviamente la altura de I = A” en D’ es la misma
que en D.

Si llamamos h a la altura de los secuentes superiores del corte de «(t) en D,
tenemos que h = hg si hg es mayor que el grado de a(t) y h es el grado de «(t)
en caso contrario. En cualquier caso hg < h < h;.

Claramente, & = p1, & < pao, & < p1, &4 = p2, donde las desigualdades
estrictas se deben a que al pasar de D a D’ hemos cambiado una regla del
particularizador por una regla de debilitacion.
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Todos los secuentes entre I', TV = A, A’ y I' = A’ tienen altura h; en D
menos el tltimo, y lo mismo vale en las dos ramas de D’. Como uno de los
secuentes anteriores a I', I = A, A’ tiene ordinal estrictamente menor en D
que en las ramas de D’, una induccién trivial nos permite concluir que el ordinal
de cada secuente bajoI', T" = A, A’ en D es mayor estrictamente que el ordinal
del secuente correspondiente en cada una de las dos ramas correspondientes
en D', salvo quiza en el caso del secuente I = A", cuya altura pasa de ser
ho en D a ser h en cada rama de D’. Este posible cambio de altura sélo puede
influir si la inferencia que lleva a I’ = A” en D es un corte. Cualquier otra
regla nos permite concluir trivialmente que vy, 5 < v.

Supongamos, pues que la inferencia que lleva a I = A” en D es un corte

S Sa
TS AT

cuyos secuentes superiores tienen ordinales €1 y €2. Entonces tenemos

S S Sy Sy
S A, at) a(®), 7 = A7
F// j A//
y los ordinales son:
) € 4 €y
Wh, —h (€1 #¢€5) wh, —n (€1 #€3)

Why—ho (Why —n (€ Feh) Fwn, —n (€] #€y))

De los ordinales €} y €5, uno de ellos es igual al correspondiente €1 0 €3 y el
otro es estrictamente menor, luego €] #el, < e1#€2, e igualmente ) #el] < e;#e€a,
luego®

Wh—ho (Why —n (€1 7€r) Fwn, —n (€] #e3))
< Whoho(Why—n(e1#€2)) = wn, —n(e1#tea),

0, lo que es lo mismo,
v=ol"= A"D') <ol = A" D)=1.

El teorema 7.16 nos da entonces que o(D’) < o(D). u

Ahora observamos que si existiera una demostracion D del secuente vacio
en I3, por el teorema 3.22 existiria una formada exclusivamente por férmulas
de tipo X, (que podriamos calcular explicitamente a partir de D), y podriamos
aplicarle el teorema anterior, lo que nos lleva al teorema siguiente:

Teorema 7.19 Si D es una demostracion del secuente vacio en 1%, existe
otra D’ tal que o(D') < o(D).

. ’ " 2 ’
3 Aqui usamos que si n’ < 1’/ <7, entonces wW” #w? =wT +w? < W
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DEMOSTRACION: Suponemos tacitamente que la demostracién consta tni-
camente de formulas de tipo X, o II,,. Podemos aplicarle el teorema anterior,
para obtener la demostracién D’, pero no puede darse el caso de que D’ carezca
de reglas de inferencia propias y de cortes sustanciales, pues entonces sélo po-
dria constar de formulas Ag, pues cualquier formula que no fuera de este tipo
tendria un descendiente en el secuente final, ya que no puede ser eliminada en
un corte sustancial. Ademés, por el teorema 3.11, podriamos convertirla en una
demostracion formada so6lo por sentencias Ag, en contra del teorema 7.5.

Asi pues, el teorema anterior nos proporciona concretamente una demostra-
cion que cumple o(D') < o(D). "

A su vez:

Teorema 7.20 Si I, es contradictoria, existe una sucesion infinita estricta-
mente decreciente de ordinales menores que w1,

Por lo tanto, si la induccién transfinita vale hasta w1 podemos asegurar
que IY,, es consistente.

Nota Notemos que este teorema incluye a 7.7 y a 7.13 como casos particulares,
pues si AP fuera contradictoria, también lo seria I3,,, para algin n suficiente-
mente grande.

En efecto, como toda féormula es logicamente equivalente a una férmula en
forma prenexa [LM 2.15], usando [LM 5.18] vemos que toda férmula aritmética
es equivalente en I¥ a una formula X,,, para un n suficientemente grande. Y es
facil ver que si en una demostracion en AP aplicamos la regla de induccién con
una férmula «, siempre podemos encontrar una férmula o equivalente (en I¥;)
de tipo X,, y modificar la prueba para que la induccién se haga con o’ en lugar
de a. Por lo tanto, si un secuente es un teorema de AP, podemos modificar su
demostracion para que todos los usos de la regla de induccién usen una férmula
de tipo X,,, para un n suficientemente grande. En otras palabras, todo teorema
de AP es un teorema de I3, para algin n. m






Capitulo VIII

Incompletitud en la
aritmética de Peano

Tal y como hemos senalado en el capitulo anterior, es discutible si la prueba
de Gentzen de la consistencia de la aritmética de Peano aporta algo realmente o
tan s6lo demuestra algo evidente. No obstante, en este capitulo vamos a mostrar
como las técnicas de Gentzen no solo sirven para probar que el secuente vacio no
es demostrable en AP, sino que también permiten demostrar que otras sentencias
verdaderas tampoco son demostrables, lo cual no es evidente en absoluto. En
realidad ya nos hemos encontrado un ejemplo de esta naturaleza. Ahora sabemos
que la induccién transfinita hasta €g, es decir, la féormula

Av e E(ANv < uo(v) = ¢(u)) = Nu € E ¢(u)

es verdadera en el modelo natural de AP cualquiera que sea la formula ¢(x), pero
no es demostrable en AP, al menos para ciertas formulas concretas ¢(x), dado
que esta formula (para una ¢(x) adecuada, de tipo II;) implica la consistencia
de AP.

8.1 Buenos 6rdenes demostrables

En el capitulo VI formalizamos aritméticamente el concepto conjuntista de
ordinal menor que €g, pero la forma en que lo hemos hecho es arbitraria, en el
sentido de que podriamos plantearnos la posibilidad de definir los ordinales de
forma completamente diferente y, en tal caso, cabria preguntarse si dos forma-
lizaciones aritméticas distintas de los ordinales menores que €y son equivalentes
en algun sentido que habria que precisar, asi como si es posible formalizar arit-
méticamente ordinales mayores que €¢g. Vamos a introducir algunos conceptos
que precisen estas ideas.

Definicion 8.1 Sea x < y una férmula de £, de tipo 3;. Diremos que repre-
senta un orden total en un conjunto D de nimeros naturales si se cumple:

287



288 Capitulo 8. Incompletitud en la aritmética de Peano

1. ne Dsyss NEn dn,

2. NE(z<dy—a<xAyDy),
3.NE(@dyAryLde —a=y),
4. NE(@xz<dyny<z—a<d2),
5. NE(zdyVy<da).

En tal caso, definimos la formula z € D =z < x.

Nota Podriamos dar una definicién puramente sintactica (sin aludir al modelo

natural de AP) sin méas que omitir 1. y pedir que las formulas de los apartados

siguientes sean demostrables en AP, pero entonces tenemos una definicion més

fuerte y nunca vamos a necesitar que tales formulas sean demostrables en AP.
u

Por ejemplo, tenemos que la formula = < y definida en el capitulo VI repre-
senta un orden total en el conjunto E de los ordinales (menores que €p), incluso
en el sentido fuerte indicado en la nota precedente.

Si x < y representa un orden total en un conjunto D, representaremos
también por < la relacién que induce sobre los niimeros naturales, de modo que

m<dn syss NEmJn.
Tenemos asi que < es una relacion de orden total sobre el conjunto D. Definimos
r<dy=x<dyAxFy,
que es también una formula Y y claramente
mdn syss non<m syss NF-n<dm,

con lo que la relacion < es en realidad Ay, luego recursiva [LM 7.11], al igual
que lo es el conjunto D.

Mas delicado es precisar en qué sentido podemos decir que una férmula x < y
que representa un orden total en un dominio D representa, de hecho, un buen
orden en D. En principio, con ello queremos expresar que se cumple cualquiera
de los hechos siguientes, equivalentes entre si:

1. Todo subconjunto de D no vacio tiene un minimo elemento respecto de <.

2. No existen sucesiones infinitas estrictamente decrecientes:

Nog>ny>ngd>---

3. Para toda propiedad P(n), si para todon € D, el hecho de que todo m < n
cumpla P(m) implica P(n), entonces todo n € D cumple P(n).
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Sin embargo, es cuestionable que cualquiera de estas afirmaciones tenga un
significado preciso fuera del marco de una teoria axioméatica de conjuntos, pues
no es evidente en absoluto a qué nos referimos con una propiedad que involucra
a “todos los subconjuntos de un conjunto dado” o a “todas las sucesiones infinitas
en un conjunto dado” o a “todas las propiedades P(n)”.

Se trata de propiedades que, desde un punto de vista finitista —incluso no
de los més estrictos— no tienen un significado preciso salvo que dispongamos
de un argumento que las justifique. Asi, en la seccion 6.4 hemos dado un argu-
mento que justifica que la formula z < y cumple 2. (en el sentido de que hemos
argumentado que es imposible que exista cualquier clase de proceso que genere
una sucesion infinita de ordinales estrictamente decreciente), y es facil ver en-
tonces que también cumple 1. y 3., por lo que podemos decir que representa un
buen orden sobre el conjunto E de los ordinales (menores que ).

Sin embargo, esta dificultad no nos va a afectar, porque el propésito de
esta seccion es estudiar las formulas que definen buenos érdenes, no ya en el
sentido de que, de algiin modo, se pueda demostrar que cumplen las propiedades
anteriores, sino en el sentido mas preciso de que tal cosa pueda demostrarse
formalmente en AP o — mas precisamente, como veremos enseguida— “casi”
en AP. El “casi” se debe a que, en principio, la propiedad méas comoda de
formalizar es 3., pero en la seccién 6.7 vimos un ejemplo que nos previene
de tratar de hacerlo equiparando las “propiedades arbitrarias P(n)” con las
propiedades expresables mediante féormulas aritméticas. Si toméAramos como
definicién que una férmula x < y que define un orden total en un dominio
D define un buen orden demostrable en AP si en AP se puede demostrar el
esquema de induccion transfinita:

Au € D(Av < up(v) — d(u)) — Au € D ¢(u)

para toda formula ¢(z, x1, ..., x,) de L4, nos encontrariamos con que la formula
x < y construida' en la prueba del teorema, 6.24 seria un buen orden demostrable
en AP, cuando en realidad la relacién que determina no cumple 3. Para evitar
este problema tenemos que salirnos “un poco” de AP:

Definicién 8.2 Llamamos £ al lenguaje formal que resulta de afiadir a £,
un relator monadico R, y llamamos AP a la teorfa axiomética sobre £ de-
terminada por los axiomas de Peano con el principio de induccién extendido a
formulas de £,

Diremos que una féormula z < y que represente un orden total en un do-
minio D representa un buen orden demostrable (en AP)? si en APF se puede
demostrar la férmula

IT(<) = Au € D(Av <u Rv — Ru) — Au € D Ru.

1Puesto que estamos pidiendo que la relacién determine su dominio, tendriamos que con-
siderar, méas precisamente, la féormula t € ANy € ANz Jy.

2Notemos el abuso de hablar de buenos 6rdenes demostrables en AP cuando en realidad la
demostraciéon que atestigua la definicién tiene que hacerse en AP, pero AP no es mas que
un artificio para hablar en AP de propiedades genéricas, no necesariamente aritméticas.
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En tal caso, si ¢(z, x1,...,x,) es cualquier formula de £,, en AP es demos-
trable la formula

Au € D(A\v <uog(v) = ¢(u)) = Au € D p(u).

En efecto, si tomamos una demostracion del secuente = IT(<) sustituimos
cada expresion Rt por ¢(t,z1,...,x,) (con variables z1, . .., z, que no aparezcan
en la demostracion), es claro que todas las reglas de inferencia siguen siendo
validas, y que los axiomas de APF se transforman en teoremas de AP (por
ejemplo, un axioma Rt = Rt se transforma en el teorema ¢(t) = ¢(¢)). Por
lo tanto, anadiendo demostraciones de los axiomas modificados, obtenemos una
demostracion del principio de induccion para ¢.

Sin embargo, la definicién que hemos dado de buen orden demostrable es
més fuerte que la que habria resultado de exigir meramente que en AP puedan
demostrarse las versiones aritméticas del principio de induccion transfinita. Asi
estamos exigiendo que IT(<) sea verdadero en todo modelo de APF, en par-
ticular en el modelo natural de AP extendido interpretando el relator R con
cualquier relacién que podamos considerar bien definida en N, lo que significa
que la relacion < satisface el principio de induccién transfinita para cualquier
propiedad que pueda considerarse bien definida sobre los ntimeros naturales,
aunque no pueda definirse aritméticamente.

Por ejemplo, ahora es facil probar que la féormula definida en el teorema 6.24
no es un buen orden demostrable en AP, pues IT(<) resulta ser falsa en el
modelo de AP® que resulta de extender el modelo natural de AP interpretando
el relator R con la relacion (Rn syss n es distinto de todos los nameros o,,).

Esto no es sorprendente, puesto que, al fin y al cabo, la relacién que de-
termina la féormula del teorema 6.24 no es un buen orden. En cambio, es més
destacable que la férmula x < y, a pesar de que determina un buen orden en el
conjunto E de los ordinales (menores que €), no representa un buen orden de-
mostrable en AP, ya que si lo fuera, en AP podria demostrarse el caso particular
del principio de induccién transfinita que implica la consistencia de AP.

Por el contrario, para cada ntumero natural n, la férmula
rd,y=zdy Jw™

si que representa un buen orden demostrable sobre el conjunto de los ordinales
menores o iguales que w(™, pues la prueba del teorema 6.23 vale en realidad sin
cambio alguno para toda formula ¢ de ££, en particular para la formula Rx.

Ejemplo (Kreisel): Un buen orden no demostrable de tipo w Sea ¢(x)
cualquier formula A2F de £, y consideremos la formula, también A;,

r<dy=(x<yANu<zo)V(y<zAVu<zagu)).

Asi, si llamamos F' a la relacion dada por F'n syss N F ¢(n), tenemos que
si todo n cumple F'n, entonces la relacion < determinada por la féormula que
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acabamos de definir es la relacion de orden usual en los nameros naturales,
mientras que si existe un n que no cumple Fn y ng es el minimo de ellos,
entonces

0<lg---<dng—1 - ng+2<dng+ 1< ng,

es decir, los primeros niimeros naturales, hasta ny — 1 estdn ordenados con el
orden usual y, a partir de ng, el orden es el inverso al usual.

Asi pues, esta formula x <1 y representa un orden total en cualquier caso,
pero solo representa un buen orden si todo ntmero natural n cumple Fn. Méas
aun:

La formula x <y representa un buen orden demostrable en AP siy

sdlo si AFP A p(u).

En efecto, notemos ante todo que A—P Auu < u, es decir, A—P Auu € D, por
lo que en este caso podemos suprimir de todas partes la formula z € D.

Si en AP se demuestra /\u ¢(u), también se demuestra que
Auwv(u < v+ u < v),

y es facil ver entonces que = < y representa un buen orden demostrable. Reci-
procamente, si x < y representa un buen orden demostrable, hemos visto que
en AP podemos demostrar el principio de induccién transfinita para cualquier
formula, en particular para Aw < x ¢(w), es decir:

Au(Av <uAw < vo(w) = Aw < ud(w)) = Aulw < up(w).

Vamos a demostrar la hipotesis del principio de induccion, es decir, fijamos
un nimero natural x, suponemos la hipotesis de induccién

Av <2 A\w < v d(w)
y vamos a demostrar Aw < x ¢(w). En caso contrario tenemos que
r<z+1AVw<z-d(w),

luego x + 1 <, por definicion de <1, luego Aw < = + 1 ¢(w), por la hipotesis
de induccion, luego en particular Aw < x ¢(w), y tenemos una contradiccion.

El principio de induccién nos permite concluir que AuAw < u¢(w), de
donde se sigue que Au ¢(u).

Finalmente aplicamos esto a la féormula

¢(x) == F 040

Tap

de modo que Au¢(u) es Consis "AP'. Concluimos que la formula z < Y 1o
representa un buen orden demostrable en AP, a pesar de que la relacién de
orden que determina es el buen orden usual de los niimeros naturales. [
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El ejemplo anterior muestra que dos formulas = < y, x < y pueden deter-
minar una misma relacién de orden recursiva en el conjunto de los ntmeros
naturales y, sin embargo, puede ocurrir que una represente un buen orden de-
mostrable en AP y la otra no. En otras palabras, no tiene sentido plantearse
si una buena relacién de orden recursiva definida en el conjunto de los niimeros
naturales es demostrable o no en AP sin especificar la formula concreta con la
que pretendemos representarla.

A su vez, podemos plantearnos que, del mismo modo que la induccion trans-
finita respecto de x < y no es demostrable en AP (porque implica la consistencia
de AP), pero existe otra formula (z < y) que determina la misma relacion de
orden para la cual la induccién transfinita si que es demostrable, tal vez podria
existir otra formula z < y que defina la misma relacién de orden que = < y, pero
que representara un buen orden demostrable en AP, para lo cual, en particular,
no tendria que implicar la consistencia de AP.

En otros términos, jseria posible definir formulas A; que determinaran bue-
nos o6rdenes demostrables en AP de ordinal ¢y o incluso de ordinales mayores?
Hay una diferencia obvia entre la formula 2 < y y la formula x < y del ejemplo
anterior, y es que la segunda es “maliciosa”, en el sentido de que lleva la consis-
tencia de AP en su propia definiciéon, por lo que no es extrano que la induccion
transfinita respecto de ella implique dicha consistencia, mientras que la primera
es “natural”, en cuanto a que se limita a exigir lo necesario para obtener una
relacién de orden de tipo €y. Sin embargo, no existe ninguna definicién objetiva
que distinga lo “malicioso” de lo “natural”, por lo que cabe preguntarse si el he-
cho de que la induccion transfinita respecto de =< implique la consistencia de AP
no podria ser un “defecto” de la definicién de <, que podria subsanarse con otra
definicion alternativa que permitiera formalizar en AP la induccién hasta €y o
incluso hasta ordinales mayores.

Dedicaremos la seccién siguiente a probar que no es asi, es decir, que nin-
guna férmula permite definir un buen orden demostrable en AP de ordinal ¢
o superior. Pero antes terminaremos esta seccién mostrando que no perdemos
generalidad si consideramos tnicamente buenos 6rdenes demostrables cuyo do-
minio lo formen todos los niimeros naturales.

Fijemos una féormula z < y que determine un buen orden demostrable sobre
un dominio D. Esto nos permite definir la funcién recursiva:

F0)=0, F(n+1)=(F(n)"(n)- xpn)+Fn) (1-xpn),

de modo que F(n) es la sucesion que enumera en orden creciente los elementos
de D menores que n. Si D es infinito, entonces \m\/n ¢(F(n)) > m, por lo que
podemos definir la funcién recursiva

N(m) = pn 0(F(n)) > m,

que a su vez nos permite definir G(m) = F(N(m))), y asi tenemos una biyeccion
recursiva entre N y D. La relacion y = G(z) puede expresarse mediante una
formula ¢(z,y) de tipo AF, de modo que en AP se demuestra:

/\u\l/v d(u,v), Auv(p(u,v) - veD), Ave D\l/u o(u,v).
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Esto nos permite definir
r <y = Vuw(o(z,u) A d(y,v) Au <o),

y es facil ver que la formula x < y representa un buen orden demostrable en AP
cuyo dominio lo forman todos los ntimeros naturales (es decir, tal que Az x < )
y que determina una relaciéon de orden tal que

mSn syss G(m) <G(n).

En particular, ambas relaciones determinan el mismo ordinal. Asi pues, a la
hora de determinar los ordinales posibles de los buenos 6rdenes demostrables en
AP, no perdemos generalidad si nos restringimos a buenos érdenes < definidos
sobre todos los numeros naturales.

Veamos también que no perdemos generalidad si suponemos que el minimo
respecto® de < es 0.

En efecto, si ng es el minimo respecto de <y no es 0, podemos definir
e,y =@#0Nz#ngAy=2)V(e=0Ay=no)V (z=17oAy=0)
y a su vez
2 Sy = Vuo(d(z,u) A d(y,v) Au o).
Es claro que la formula z < y representa un buen orden demostrable (cuyo
dominio lo forman todos los nimeros naturales) y de modo que la relacion que
determina en N tiene por minimo al 0. Concretamente, es la misma relacion <

salvo que ng ocupa el lugar del 0 y viceversa. En particular, ambas determinan
el mismo ordinal.

Todo esto hace que no perdamos generalidad si cambiamos la definiciéon de
buen orden demostrable por ésta mas restrictiva:

Definicion 8.3 Diremos que una formula x < y de £, de tipo ¥; representa
un buen orden demostrable (en AP) si

LNE(@QyAryLda —a=y),
2. NE(xdyAnydz—adz),
3. NE(zdyvVvydua),
4. NFO < z.
y en AP® se puede demostrar el principio de induccion transfinita
IT(<) = Au(Av < u Rv — Ru) — Au Ru.

Notemos que de 3. se deduce que NF x < z.

3Ya hemos sefialado que si < es la relacion definida por una férmula que representa un buen
orden demostrable, entonces todo conjunto no vacio de su dominio tiene un minimo elemento.
La prueba puede particularizarse al caso del conjunto de todos los ntmeros naturales sin
necesidad de considerar conjuntos arbitrarios. En efecto, si suponemos que para todo n existe
un m tal que m < n, es facil probar por induccién que todo nimero natural cumple n # n,
con lo que tenemos una contradiccién. Por lo tanto, existe un nimero natural n tal que, para
todo m, se cumple n < m.
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8.2 Induccion transfinita en AP

En esta seccion vamos a demostrar que todo buen orden demostrable en AP
tiene necesariamente ordinal menor que ¢g, de modo que el hecho de que el buen
orden = definido en el capitulo VI no sea demostrable no es debido a ningin
“defecto” del modo en particular en que hemos formalizado en AP los ordinales
menores que €.

Maés precisamente, vamos a demostrar el teorema siguiente, debido también
a Gentzen:

Teorema 8.4 Si < es un buen orden demostrable, exriste un ordinal p y una
funcion recursiva F : N — N de modo que, para todo nimero natural k, se
cumple que F(k) < p y, para todo par de nimeros naturales k y K/,

k<k' syss F(k) =< F(k).

En términos conjuntistas, esto significa que el conjunto ordenado (N, <) es
semejante a un subconjunto del conjunto de todos los ordinales menores que
u, y eso implica [TC 3.26] que tiene ordinal menor o igual que p < €. Si
consideramos la aritmética de Peano formalizada en una teoria de conjuntos
potente, como ZF o NBG, ésta es la conclusion a la que llegamos: que los buenos
ordenes recursivos demostrables en AP (a través de la formula que sea) son los de
ordinal menor que €y. Si queremos trabajar en términos estrictamente finitistas
tenemos la conclusion del teorema anterior. Para obtener a partir de F' una
semejanza G entre N y un ordinal menor o igual que p tendriamos que aplicar
el teorema general de recursion transfinita, como en [TC 3.24], lo que supone
definir G(n) en funcion de la restriccion de G al conjunto (en general infinito)
de los m tales que m <1 n, lo cual excede las técnicas finitistas.

Un calculo secuencial para AP®  De acuerdo con la definiciéon 8.3 de buen
orden demostrable, que es la que adoptamos aqui, el hecho clave para que una
formula represente un buen orden demostrable en AP es que cierta sentencia
sea demostrable en APE. Vamos a especificar un calculo deductivo secuencial
para AP que nos facilite el analisis de la demostracion correspondiente.

En primer lugar vamos a considerar a AP como extension de ARP, lo que,
de acuerdo con 5.1, significa que tomaremos como axiomas propios de AP los
axiomas que definen los funtores de L,y (evaluados en términos arbitrarios, no
solo en variables, para que sean invariantes por sustitucion) maéas los axiomas

t'=0=, =t =s=t.

Las reglas de inferencia son las de LK; mas la regla de induccion para for-
mulas arbitrarias de Lap-

En virtud del teorema de completitud 5.6, toda sentencia atémica de L,;p
es demostrable o refutable en ARP, luego en AP (y siempre podemos saber cual
es el caso), por lo que podemos tomar también como axiomas propios de AP
todos los secuentes = a 0 @ = (donde « es una sentencia atomica) que sean
teoremas de ARP.
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A su vez, podemos considerar el lenguaje Lfrp que resulta de adjuntarle a

Larp el relator monadico R y considerar el calculo secuencial sobre este lenguaje
cuyos axiomas son los de LK;, mas los axiomas propios de AP que acabamos de

indicar y con la regla de induccion extendida a formulas de Lgp.

Mas precisamente, los axiomas de LK; correspondientes a Lf”rp que no son
axiomas de LK; sobre L, son:

1. Los axiomas logicos Rt = Rt.
2. Los axiomas del igualador s = ¢, Rs = Rt.

Observemos que los axiomas de AP® constan tnicamente de férmulas até-
micas y son cerrados para sustitucion.

Por tltimo, vamos a afadir a AP una nueva regla de inferencia, que llama-
remos de sustitucion (derecha)?:

I' = A, Rs
I' = A Rt

donde s y t son designadores tales que = s = t es un teorema (luego un axioma)
de AP. Esta regla es redundante, en el sentido de que todos los teoremas que
pueden demostrarse con ella, pueden demostrarse también sin ella, pues pode-
mos demostrarla asi:

=s=t s=t, Rs= Rt
I' = A, Rs Rs = Rt
I' = A, Rt

Consideremos ahora una féormula z < y que represente un buen orden de-
mostrable. Entonces z <y = ua(z,y,u), donde a es una formula Ay, luego,
segn 5.4, es equivalente en ARP (luego en AP) a una férmula atéomica. Por lo
tanto, no perdemos generalidad si suponemos que « es una férmula atémica.

La condicion de que la sentencia IT(<) considerada en la definicion 8.3 sea
demostrable en AP equivale claramente a que lo sea el secuente

IT(<) = Au(A\v < w Rv — Ru) = Rz
Demostraciones IT Llamaremos demostraciones IT a las demostraciones

en el calculo deductivo que resulta de afiadir a los axiomas de AP% todos los
secuentes que llamaremos secuentes de tipo I'T, que son los de la forma

Av <t Rv = Rt,
donde ¢ es un término arbitrario, y cuyo secuente final sea de la forma
= Rmq,...,Rm,,

donde myq, . ..m, son los numerales asociados a los nameros naturales mq, ..., m,.

4Podriamos introducir también una regla izquierda de sustitucién de forma obvia, pero no
la vamos a necesitar.
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Si D es una demostracion I'T, definimos su ndmero finaln(D) como el minimo
de mq,...,m, respecto del orden <.

Notemos que, al anadir los axiomas de tipo IT, el conjunto de los axiomas
sigue siendo cerrado para sustitucion, pero estos axiomas contienen féormulas no
atomicas.

Es facil ver que los teoremas 3.11 y 3.13 siguen siendo vélidos para demos-
traciones en AP y para demostraciones IT. Lo tinico que podria invalidar las
demostraciones es la presencia de la nueva regla de sustitucion, pero es inmediato
que ésta sigue siendo valida si en sus secuentes sustituimos cualquier variable
por cualquier término, y esto basta para comprobar que las demostraciones de
ambos teoremas siguen siendo validas.

Por ejemplo, si llamamos D(x) a la deduccién siguiente en AP, que tiene
como premisa el secuente IT Av <1y Rv = Ry,

Av <y Rv = Ry
= Nv<yRv— Ry :
= Au(Av < w Rv — Ru) Au(Av < uRv — Ru) = Rz
= Rz

el teorema 3.11 nos da que, para todo nimero natural m, al sustituir z por m
en D(z) obtenemos una demostracion IT, que llamaremos D(m), del secuente
= Rm.

El ordinal de una demostracion IT Definimos el grado de una férmula
de Lﬁp como el numero de signos légicos que contiene (entre conectores y cuan-
tificadores). El grado de un corte es el grado de la formula de corte. El grado
de una induccion es el grado de la formula de induccion. La altura h(S; D) de
un secuente S en una demostracion D es el maximo de los grados de los cortes

e inducciones que hay bajo S. Si no hay ninguno, la altura es 0.

A cada secuente S en una demostracion IT le asociamos un ordinal o(S; D)
segun el criterio siguiente:

1. Si S es un axioma de AP, entonces o(S; D) = 1.
2. Si S es un secuente inicial de tipo IT, entonces o(S; D) = 6.

3. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitaciéon o sustitucion con
secuente superior Sp, entonces o(S; D) = o(S1; D).

4. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor con se-
cuentes superiores Sy y S, entonces o(S; D) = o(Sy; D)#0(Sa; D).

5. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia logica con secuente
superior Sy, entonces o(S; D) = o(S1; D) + 1.
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6. Si S es el secuente inferior de una regla de corte con secuentes superiores
Sy y Sz, entonces o(S; D) = wh, —p, (1#412), donde

hy = h(S1; D) = h(S2; D), ho =h(S;D), p;=0(Ss;D).

7. Si S es el secuente inferior de una induccién con secuente superior S’,
entonces o(S; D) = wh, —hy+1(n + 1), donde

hy = h(S'; D), ho=h(S;D), o(S;D)=w"+---

El ordinal o(D) es el ordinal del secuente final de D.

El teorema 7.2 vale igualmente para demostraciones I'T, de nuevo porque
la presencia de la regla de sustituciéon no invalida la prueba. Mas concreta-
mente, basta observar que la regla de sustitucién puede tratarse igual que las
de sustitucion.

La parte final de una demostracion IT esta formada por todos los secuentes
que no tienen por debajo ninguna regla de inferencia légica.® En particular, en
la parte final de una demostracion IT no puede haber reglas logicas.

Ahora podemos probar el teorema clave, que es una variante del teorema
7.6:

Teorema 8.5 Sea D una demostracion IT cuyo nimero final no sea 0. Enton-
ces existe otra D’ tal que o(D") < o(D) y n(D') < n(D).

DEMOSTRACION: El teorema 3.13 nos permite transformar D en otra de-
mostracién IT con el mismo ordinal y el mismo secuente final que ademas sea
regular. A su vez, el teorema 3.11 nos permite sustituir por 0 cualquier variable
libre en D que no sea una variable propia de una regla de inferencia.

Por lo tanto, podemos suponer que D es una demostracién regular cuyas
tinicas variables libres son las que se usan (una tnica vez, por la regularidad)
como variables propias de alguna regla de inferencia, y cada una so6lo aparece
por encima de la regla en la que actiia como variable propia.

e Si D contiene una induccién en su parte final, exactamente el mismo argu-
mento empleado en la prueba de 7.6 nos da una demostracion de ordinal menor
con el mismo secuente final (en esta parte de la prueba de 7.6 no se usa que
el secuente final de D es el vacio, y por eso vale sin cambio alguno en nuestro
contexto).

A partir de aqui podemos suponer que la parte final de D no contiene in-
ducciones, luego en particular estd formada tnicamente por sentencias.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene un axioma logico, es
decir, un secuente de la forma o = a.

5Podriamos decir “ninguna regla de inferencia légica implicita” pero seria lo mismo, ya
que, como el secuente final contiene tnicamente féormulas atémicas, no puede haber reglas de
inferencia logicas.
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Si a no es de la forma Rt, como en la parte final no hay reglas logicas ni
inducciones y el secuente final sélo tiene formulas de este tipo, los descendientes
de las dos formulas « son idénticos a « y tienen que acabar desapareciendo en un
corte. Si, por el contrario, « = Rt, la formula del consecuente puede permanecer
hasta el secuente final (tal vez sufriendo sustituciones), pero la fibra que se inicia
con el a del antecedente tiene estar formada por formulas idénticas a « (pues
no hay regla de sustituciéon izquierda) y acabar en un corte. Notemos que en
este segundo caso « tiene grado 0.

En caso de que las dos férmulas acaben desapareciendo en cortes, conside-
ramos la que desaparece primero. Supondremos que es la del antecedente, pero
el caso contrario se trata andlogamente. La situacion es:

Dy a=
LA o a, TV S A
TV = A, A
:>R77_’L1,..‘,RT_TL”

donde A’ contiene todavia un descendiente del a situado en el consecuente del
axioma. Entonces podemos simplificar D hasta una demostracién D’ de la forma

Dy

£ A a
L, I"E A, A

= Rmq,...,Rm,

Llamemos S al secuente I', IV = A, A’. Notemos que, o bien en los ultimos
puntos suspensivos hay otro corte que elimina la formula o contenida en A/, o
bien a = Rt y tiene grado 0, luego al pasar a D’ hemos eliminado un corte del
grado de «, pero, si éste es no nulo, mas abajo hay otro del mismo grado, luego
las alturas en D de todos los secuentes de la subdemostraciéon Dy que acaba en
I' = A, a son las mismas que sus alturas en D', luego

p=0l = A a;D)=0I = A,a;D") = 0o(S; D).
Maés atn, como la altura de los dos secuentes superiores del corte de D es la

misma que la del secuente inferior, si los secuentes superiores tienen ordinales
wy ven D, entonces

o(S; D) = p#tv = u = o(S; D').
El teorema 7.2 nos da entonces que o(D’) < o(D).

Asi pues, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de la demos-
tracion D no contiene ningtn axioma logico.
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e Podemos suponer que D no contiene en su parte final ningtin axioma del
igualador de tipo
s=t, Rs = Rt,

pues en tal caso s y t tienen que ser designadores, y podemos sustituir este
axioma por una de las demostraciones:

Rs = Rs s=t=
s=t, Rs= Rs s=t, Rs= Rt
s=1t, Rs= Rt

segin si = s = t o bien s = ¢t = es un teorema (luego un axioma) de AP.
Notemos que el secuente final de ambas demostraciones tiene ordinal 1, por lo
que el cambio no altera el valor de o(D).

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene una regla de debilita-
cion y tomemos una que no tenga otra por debajo.

Si la regla es explicita, es decir, si su formula principal tiene un descendiente
en el secuente final, tiene que ser la regla derecha y la formula principal tiene
que ser de la forma Rt, para cierto designador t, que puede ser sustituido por
otros equivalentes en los descendientes, hasta terminar en una de las sentencias
Rm;. No perdemos generalidad si suponemos que se trata de Rm,,. La situaciéon
es:

r£A
£ A, Rt

= Rmny,...,Rm,
Es claro que si eliminamos Rt y todos sus desdendientes (eliminando, por

consiguiente, todas las reglas de sustitucion que les afecten) obtenemos otra
demostracion D’

r£A

= Riny,...,Rm,_1 (Rmy,)

en cuyo secuente final no estara Rm,, salvo que alguna regla de corte intermedia
lo vuelva a introducir. Puesto que las reglas de debilitaciéon y de sustituciéon no
aumentan el ordinal de un secuente, es claro que o(D’) = o(D), pero en la parte
final de D’ hay una regla de debilitacion menos que en la de D.

Si la regla es implicita, es decir, si un descendiente de la féormula que in-
troduce desaparece en un corte, el argumento empleado en la prueba de 7.6
vale sin cambio alguno (pues no usa que el secuente final sea vacio salvo para
afirmar que la regla es implicita, cuando aqui ya hemos analizado la posibilidad
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contraria). Concretamente, pueden darse dos casos, el caso A) es anélogo al
precedente, y nos permite construir una demostracién D’ con el mismo ordi-
nal, el mismo secuente final y una regla de debilitaciéon menos, mientras que el
caso B) obtenemos® una demostracion D’ con el mismo secuente final tal que
o(D") < o(D).

Asi, al ir considerando una regla de debilitacion tras otra, o bien se dan
siempre los dos primeros casos (el de que la regla sea explicita o el caso A), en
cuyo caso, tras un nimero finito de pasos, terminamos con una demostracion
con el mismo ordinal, pero sin reglas de debilitaciéon, o bien en algin momento
se da el caso B), en cuyo caso terminamos con una demostracién de ordinal
menor.

Ahora bien, si se ha dado alguna vez el caso de que la regla sea explicita,
el secuente final de la demostracién resultante puede tener menos sentencias
que el secuente final de D. En tal caso las anadimos de nuevo mediante reglas
de debilitacion. Si habiamos llegado a una demostracion D’ de ordinal menor,
al anadir las sentencias perdidas por debilitacién mantenemos el nuevo ordinal
o(D') < o(D) y el teorema ya se cumple en este caso. Si habfamos llegado a una
demostracion sin debilitaciones con el mismo ordinal, al anadir las sentencias
perdidas obtenemos una demostracion D’ con el mismo ordinal tal que todas
las reglas de debilitacién de la parte final son explicitas y se aplican después de
cualquier otra regla.

Equivalentemente, a partir de aqui podemos suponer que si la parte final
de D contiene una regla de debilitacion, ésta es explicita y todas las reglas que
hay bajo ella son también reglas de debilitacion explicitas.

En resumen, a partir de este momento tenemos que la parte final de D
cumple:

1. No tiene variables libres.

2. No tiene reglas de inferencia légicas ni inducciones.

3. No tiene axiomas légicos ni axiomas del igualador s = t, Rs = Rt.

4. Si tiene una debilitacion, todas las reglas subsiguientes son debilitaciones.

Asi pues, las tunicas reglas de inferencia que hay en la parte final son cortes,
sustituciones y debilitaciones.

Al contrario de lo que sucede en la prueba de 7.6, ahora no podemos asegurar
que D no coincida con su parte final (esto es tanto como afirmar que D contiene
una regla de inferencia logica). Pero si que se cumple algo muy proximo:

La demostracion D contiene al menos una regla de inferencia ldgica
o un secuente inicial de tipo IT.

6La prueba de (7.1) vale igualmente sin méas que contemplar un caso adicional para la regla
de sustitucion, que es anéalogo al caso de la regla de debilitacion.
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En efecto, si D no contiene reglas de inferencia légicas, coincide con su parte
final, luego esta formado tnicamente por sentencias. Si ademés no contiene se-
cuentes iniciales de tipo IT, sus secuentes iniciales son necesariamente axiomas
del igualador o matemaéticos, los cuales constan inicamente de sentencias ato-
micas, y las tinicas reglas de inferencia son cortes, sustituciones y debilitaciones
que introducen tnicamente sentencias de tipo Rm;.

Por lo tanto, D consta tnicamente de sentencias atémicas. Si convenimos
en que toda sentencia de la forma Rt es falsa por definicion, podemos dividir
los secuentes en verdaderos y falsos, de modo que todos los secuentes iniciales
son verdaderos y el secuente final es falso, lo cual es imposible, porque las reglas
de corte, sustitucion y debilitacién dan lugar a secuentes verdaderos a partir de
secuentes verdaderos.

Llamaremos sentencias principales a las formulas principales (sentencias, de
hecho) de las reglas de inferencia logicas fronterizas y sentencias inductivas a
las sentencias Rt que figuran en el consecuente de un secuente inicial de tipo IT.
Llamaremos descendientes principales (resp. inductivos) a los descendientes de
las sentencias principales (resp. inductivas).

Como en la parte final de D no hay reglas de inferencia logicas, los descen-
dientes principales son siempre sentencias idénticas a la sentencia principal de
la cual descienden, mientras que los descendientes de una sentencia Rt pueden
transformarse en sentencias de la forma Rs, para un designador equivalente s,
mediante reglas de sustitucion. Las fibras de descendientes principales termi-
nan necesariamente en formulas de corte (son implicitas), mientras que las de
los descendientes inductivos pueden terminar también en cortes o bien llegar
hasta el secuente final de D (pueden ser explicitas).

Veamos ahora lo siguiente:

Si un secuente S en la parte final de D contiene una sentencia «
con un signo ldgico, entonces S o bien un secuente situado sobre S
contiene un descendiente principal o inductivo.

En efecto, el secuente S tiene que estar por encima de todas las reglas de
debilitacién. Si el secuente inferior de una regla de debilitacién o de sustitucion
tiene una sentencia con un signo logico, el secuente superior tiene que tener
esa misma formula (pues las reglas de debilitacion de la parte final de D solo
introducen sentencias atomicas) y, si se trata del secuente inferior de un corte,
entonces alguno de los dos secuentes superiores tiene que tenerla también. Por
lo tanto, ascendiendo desde S, tenemos que llegar, o bien al secuente inferior
de una regla fronteriza, o bien a un secuente inicial de tipo IT. En ambos casos
dicho secuente contiene una sentencia principal o inductiva.

Un corte en la parte final de D es adecuado si las dos féormulas de corte
son descencientes principales. Ahora no podemos probar la existencia de cortes
adecuados, pero tenemos lo siguiente:

St la parte final de D no contiene cortes adecuados, entonces su
secuente final contiene un descendiente inductivo.
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En efecto, si el secuente final no contiene descendientes inductivos, enton-
ces el primer secuente Sy por encima de las reglas de debilitacion tampoco lo
contiene y, como sus sentencias no contienen signos logicos, tampoco contiene
descendientes principales. Hemos visto que la parte final de D contiene un se-
cuente S con un descendiente principal o inductivo, y S esta sobre Sy, y entre
ambos s6lo hay cortes o sustituciones. Las sustituciones no eliminan ningtn
descendiente principal o inductivo, luego tiene que haber un corte, digamos

= A« a, TV = A/
I, TV = A, A

cuyo secuente inferior no contenga descendientes principales o inductivos, pero
alguno de cuyos secuentes superiores si que contenga uno, que necesariamente
sera la formula de corte. Para referencia posterior, llamaremos P a esta pro-
piedad, es decir, decimos que un corte tiene la propiedad P si alguno de sus
secuentes superiores contiene un descendiente principal o inductivo, pero el se-
cuente inferior no contiene ninguno.

Hemos probado que la parte final de D contiene un corte con la propiedad
P, luego podemos tomar uno que no tenga otro por encima. Llamemos S y S2
a los secuentes superiores. Supongamos en primer lugar que la formula de corte
de S7 es un descendiente principal o inductivo.

Si « contiene un signo légico, entonces es un descendiente principal. Por la
propiedad que hemos probado anteriormente, la parte final de D contiene un
secuente S* por encima de Sy con un descendiente principal o inductivo 8. Si Sy
no contiene ningin descendiente principal o inductivo, esto significa que entre
S* y Ss tiene que haber un corte con la propiedad P, en contra de la eleccion
del corte que estamos considerando.

Asi pues, S contiene un descendiente principal o inductivo, pero como el
secuente inferior del corte no lo contiene, tiene que tratarse de la formula de
corte «, luego ambas férmulas de corte o son descendientes principales, y el
corte es adecuado.

Concluimos que « no contiene signos logicos, luego tiene que ser un descen-
diente inductivo, de la forma Rt. Entonces S; no puede contener descendientes
principales o inductivos, pues, como en el secuente inferior del corte no los hay,
la tnica posibilidad seria que lo fuera «, pero tendria que ser un descendiente
inductivo y para ello tendria que estar en el consecuente de S5 y no en el ante-
cedente.

Mas adn, por encima de S no puede haber reglas de inferencia logicas.
Si las hubiera, una de ellas seria fronteriza, y su férmula principal seria un
descendiente principal en un secuente por encima de Ss, luego alguno de los
cortes intermedios entre dicho secuente y S tendria la propiedad P y de nuevo
tenemos una contradiccion.

Pero si por encima de Ss no hay reglas de inferencia logicas, toda la parte de
la demostracién D situada por encima de So esté en la parte final de D, luego en
ella no hay axiomas l6gicos, ni tampoco axiomas del igualador con formulas de
tipo Rs en su antecedente, luego es imposible que Rt aparezca en el antecedente
de SQ.
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Con esto hemos probado que S; no contiene descendientes principales o
inductivos, luego, necesariamente, la férmula de corte o de So tiene que ser un
descendiente principal o inductivo, pero, al estar en el antecedente, tiene que
ser un descendiente principal, luego contiene un signo logico.

Hemos probado que en S7 o en un secuente situado sobre él tiene que haber
un descendiente principal o inductivo 3, pero hemos demostrado que en S; no
puede haber tal descendiente, luego (8 tiene que estar en un secuente estricta-
mente por encima de Sy, y esto nos lleva una vez mas a que por encima de S
tiene que haber un corte con la propiedad P. Esta contradiccién completa la
prueba.

e Si la parte final de D contiene un corte adecuado, el argumento empleado
en la prueba del teorema 7.6 nos permite construir otra demostraciéon del mismo
secuente final con ordinal estrictamente menor, pues en esta parte de la prueba
no se usa que el secuente final de D sea vacio.

Por lo tanto, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de D no
contiene cortes adecuados, y hemos probado que en tal caso el secuente inferior
contiene un descendiente inductivo, que podemos suponer que es Rimq. Este sera
descendiente de una sentencia inductiva Rt, de modo que el secuente = t = m;
es un teorema (luego un axioma) de AP.

Estamos suponiendo que n(D) no es 0, asi como que 0 es el minimo de <.
Por lo tanto, podemos tomar un ntimero natural m tal que m < n(D) < m;.
Entonces, la sentencia

m <t = Vu(a(m,t,u) A m#t)
es verdadera en el modelo natural de AP, luego existe un k tal que
NE a(m,t, k)

¥, por 5.6 tenemos que el secuente = a(m, t, k) A m # t es demostrable en ARP,
luego es un axioma de AP.
Consideremos la demostracién siguiente en AP%:

= a(m,t,k) ANm #t
=>m<t
-mdt= Rm = Rm
m <t — Rm = Rm
Av <tRv = Rm
Av < tRv = Rt, Rm

donde en el primer paso hemos usado la regla izquierda del particularizador y
después de la regla izquierda del negador hemos usado la regla izquierda del
disyuntor, teniendo en cuenta que m <t - Rm =—-m <tV Rm.

Notemos que su ordinal es 5. La demostracién D tiene como secuente inicial
el secuente IT
Nv <t Rv :6> Rt,
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donde Rt inicia una fibra que termina en el secuente final como Rmy. Si inter-
calamos el paso

Nv <t Rv :6> Rt
Av <t Rv 2 Rt, Rim

y anadimos Rm en los consecuentes de todos los secuentes situados por debajo,
obtenemos una demostraciéon con el mismo ordinal, pero con secuente final

= Rm, Rmy,..., Rm,.

Si ahora sustituimos los dos secuentes indicados por la demostracion al-
ternativa que hemos construido, obtenemos una demostracion D’ del mismo
secuente final, pero con o(D’) < o(D), por el teorema 7.2, ya que hemos sus-
tituido una demostraciéon de ordinal 6 por otra de ordinal 5. Ademas, ahora
n(D") =m < n(D). .

Si aplicamos el procedimiento descrito en la prueba del teorema anterior
y obtenemos una demostracion con n(D’) = n(D), podemos ir repitiendo el
proceso y, como a cada paso el ordinal de la demostraciéon desciende, tras un
namero finito de pasos llegaremos a una demostracion D’ tal que o(D’) < o(D) y
n(D") < n(D). Recordemos que n(D’) podemos elegirlo como cualquier nimero
natural k que cumpla k < n(D).

Definiciéon 8.6 Si D es una demostracion TI y k& es un namero natural tal
que k < n(D), llamaremos reduccion de D a k a la demostracion TI obtenida
aplicando repetidamente proceso descrito en la prueba teorema anterior hasta
que se cumpla n(D’) = k.

Ahora ya podemos demostrar el teorema 8.4:

Recordemos que, tras la definicién del concepto de demostracién I'T hemos
definido una demostracién D(z) tal que, para cada nimero natural k, propor-
ciona una demostracion IT D(k) del secuente = Rk, que obviamente cumple

n(D(k)) = k.
Definimos recurrentemente demostraciones IT Dy, tales que n(Dy) = k. Dis-
tinguimos dos casos:

1. Si todo n < k cumple n < k, definimos Dy, como la demostracion D(k)
del secuente = RE.

2. Si existe un n < k tal que k < n, sea
n0<1~-~<lnj=k<l~-~<n;€

la reordenacion de los numeros < k en orden creciente respecto de <. Asi
njy1 < k, luego estd definida la demostracion Dy, ,, y podemos tomar

como Dy la reduccion de Dy, a k.
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Es claro que la aplicacion k — o(Dy) es recursiva (podemos calcularla ex-
plicitamente). Por lo tanto, también es recursiva la funcion definida mediante
F(0) = w°(Po) v para k > 0, ordenamos los nimeros < k en la forma

n0<-~-<lnj=k‘<l-~-<lnk

y definimos F(k) = F(n;_1) + w°P*). Recordemos que estamos suponiendo
que 0 es el minimo respecto de <, por lo que si k£ > 0 necesariamente j > 0,
pues ng = 0.

Veamos por induccién sobre ¢ que si
mo <---Im;

son los nameros naturales < i, entonces, para 0 < j < ¢, se cumple

D77lj+1)

F(mj41) = F(m;) + w”

Para i = 0 no hay nada que probar. Supuesto cierto para i, o bien m; <14 + 1,
o bien existe un j < 4 tal que

mj<li+1<lmj+1.

Recordemos que 0 es el minimo respecto de <, por lo que no puede darse el caso
i+ 1 < mg = 0. Basta probar que se cumple

F(i+1) = F(m;) + w°Pi+)
(conj =4 en el primer caso) y que, si j < i,
F(mjy1) = F(i + 1) + w*Pmie).

La primera igualdad se cumple por definicién de F' y para la segunda usamos
que 0(Diy1) < 0(Dyy,.,) por definicion de D;;1, con lo que, por hipétesis de
induccién,

(Dm,j+1)

F(mjp1) = F(my)+w?Prin) = Fm;) + w?@e) 44,0
= F(i+1)+wPmi),
Esto termina la induccion, y en particular vemos que F'(m;) < F(m; 1) y,
mas en general, que si 0 < j < j' <4, se cumple que F(m;) < F(m;).

Si k < K/, basta tomar como i = max{k,k’'} y aplicar lo anterior para
concluir que F (k) < F(k'). Esto implica que F es biyectiva y, como los 6rdenes
son totales, también F'(k) < F(k’) implica que k < &'

Por tltimo, si tomamos p = w?P @)+ es claro que
o(D(k)) = o(D(x)) < o(D(x)) + 1,

luego o(Dy) < o(D(z)) + 1, pues o(Dy) < o(D(F)), para cierto r, de donde se
sigue inmediatamente que F(k) < p. "
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8.3 Recursion transfinita

La validez de la induccion transfinita hasta ¢y permite justificar la validez
de ciertas definiciones por recursion transfinita. Recordemos que una funcion

f(zx1,...,x,) esta definida por recursion a partir de dos funciones g(x1, ..., zp—1)
y h(z1, ..., @y, u) sl
g(z1, ..., Tp_1) si x, =0,
T1,yeeyXy) = i
fla n) {h(xl,...,xn,f(:rl,...,xn1,xn—1)) si x, > 0.

Si llamamos

() = 0 six =0,
(A [P sixz >0,

podemos reformular la relacién precedente en la forma

Jglxr,. .y zn1) sir(xy) > Tn,
Flaa,-oosan) = { h(acll, ey T, }(xl, cey T, m(TR)))  sir(a,) < Tp.

A su vez, esta expresion nos lleva a la definicién siguiente:

Definiciéon 8.7 Diremos que una funcion f(z1,...,z,) estd definida por re-
cursion transfinita a partir de las funciones g(x1,...,2,), A(Z1,..., Tp,u) ¥y
r(x1,...,x,) s
(@) = 9(Z) s% no 7(Z) < Tn,
hZ, f(z1,. .. Tp_1,7(T))) sir(T) <z,

donde z abrevia a x1,...,x,.

Asi, si no se cumple r(Z) < z, (lo cual puede suceder si r(Z) o z,, no son
ordinales, o si lo son pero x,, < 7(Z)), entonces f se calcula directamente a
partir de & mediante la funcion g, pero si r(Z) < x,, entonces la f se calcula en
funcion del valor que toma en x1,..., 2,1, 7(Z).

Notemos que esto determina univocamente f(z) para todo Z, pues, para
calcularlo, tomamos sy = x,, y, en el supuesto de que sg € E, vamos calculando
Siv1 =r(x1,...,2Zn_1,8;) hasta que deje de cumplirse s;11 < s;. Asi obtenemos
una sucesiéon decreciente

Ty = Sg >~ S1 > - > S,

de modo que no se cumple s; > s;4+1. Como no puede haber sucesiones infinitas
estrictamente decrecientes de ordinales, esto debe suceder tras un ntmero finito
de pasos. Entonces podemos calcular sucesivamente t; = f(21,...,Zn—_1,5;)
gracias a las relaciones

tl = f(xlw"umnfl?sl):g(xlw"axnflasl)a
ti = f(@1,. Tn-1,8) = (T, tiy1)

y asi llegamos hasta f(Z) = t.
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Como en AP no podemos demostrar que todas las sucesiones estrictamente
decrecientes de ordinales son finitas, para formalizar la recursion transfinita
tenemos que anadir una restriccion:

Dado un ordinal «, diremos que una funcion f(x1,...,z,) estd definida
por recursion transfinita hasta « a partir de g(z1,...,x,), h(z1,...,2p,u) ¥
r(x1,...,x,) s

_ Wz, f(x1,. . Tp1,7(T))) sir(Z) <z, < a,
f@)y =9 -
9(Z) en otro caso.

A su vez, esto nos permite extender el concepto de funcion recursiva primi-
tiva:

Definicion 8.8 Una funcion f es recursiva primitiva respecto del ordinal o si
existe una sucesion de funciones fi,..., f, tales que f, es f y cada f; es una
de las funciones recursivas elementales (la funcion 0, la funcién sucesor o una
proyeccion) o bien esta definida por composicion, por recursion o por recursion
transfinita hasta a a partir de funciones anteriores de la sucesion.

Es claro entonces que toda funcién recursiva primitiva es recursiva primitiva
respecto de a.

Sucede que las funciones recursivas primitivas respecto de ordinales no son
ni més ni menos que las funciones demostrablemente recursivas en AP. A con-
tinuaciéon probamos la implicacion més facil:

Teorema 8.9 Las funciones recursivas primitivas respecto de ordinales meno-
res que w*tY son demostrablemente recursivas en IXy.

DEMOSTRACION: Las funciones recursivas elementales son obviamente de-
mostrablemente recursivas en IX;. Es claro que basta probar que toda funcion
definida por composicién, por recursiéon o por recursion transfinita hasta un
ordinal & < w**1) a partir de funciones demostrablemente recursivas IZ;, es
demostrablemente recursiva en 1.

Composicion Pongamos que f(Z) = h(g1(Z), ..., gm(Z)), donde”
h(ai,...,am) =a syss NE@(ay,...,am,a)
gi(at,...,an) =a syss NEY;(ar,...,a,,0a)

para ciertas formulas ¥, tales que

1 1
I; \/yqb(yl?"'aymay)? I; vy¢i(m1a"'7xn7y)'
k k

Es facil ver entonces que f satisface la definicién de funciéon demostrable-
mente recursiva con la formula

x(:ﬁ,y) = vyl : "ym(wl(fvyl) ARRRNA wm(‘%vym) A (b(ylw- -al/m»y))'

"Por no complicar la notacién, no distinguiremos entre los nimeros naturales y sus nu-
merales correspondientes, pues el contexto los distingue inequivocamente. En las férmulas
siguientes, por ejemplo, a la izquierda tenemos nameros y a la derecha numerales.
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Recursion Pongamos que

f(z,0) = g(2),
f@e+1) = Wz, f(T,2))

y que g y h satisfagan la definicion de funcién demostrablemente recursiva
con las férmulas ¢ y 1), respectivamente. Entonces f la satisface con

Recursion transfinita Pongamos que

S (@ flor,. . we, R(E))) sir(E) < 2, < a < wFHD)
f(@)
9(Z) en otro caso

y que g, h, r satisfacen la definicién de funcién demostrablemente recursiva
con las formulas ¢, ¥ y p, respectivamente. Entonces f la satisface con la
formula Xq:

x(@,y) = Vstl(l(s) =L(t) =1+ 1ANso=x, Atg =Yy A

Ni <U(p(@1,. .., &n—1,8i,541) A Sig1 < 8i < @ AY(T, tig1,t)) A
Vulp(zi,. . Tn_1,85u) A=u < 8) AG(T1,. .. Tn1,81,11))-

1
A la hora de probar Vy x(Z,y) en I¥;, mas concretamente, a la hora de
probar la existencia de al menos un y, se demuestra primero que

T <a— Vsl(l(s)=1+1Asg=x, A

/\Z < l(p(l’l, .. »xn7178i73i+1) N Siy1 <8 < OZ) AN

Vu(p(xy, ..., Tn_1,55,u) A —u < s1)).

Para ello razonamos por induccién transfinita sobre x,,, es decir, supone-
mos que el resultado se cumple para todo z/, < x,, y lo probamos para x,,.
Para ello, tomamos el tnico =/, que cumple p(z1,...,2,, z,) y distingui-
mos dos casos: sino z, < x,, entonces basta tomar s = (z,,), mientras que
si ¢, < x, la hipotesis de induccién nos da una sucesion s’ que cumple

—~ o/

lo requerido con s, =z, y basta tomar s = (z,,) ~¢'.

Como la induccion transfinita hasta « es demostrable en I3, podemos
concluir que la afirmaciéon anterior se cumple para todo z, < «, pero
entonces se cumple de hecho para todo x, (incluso si no es un ordinal),
pues si no z, < «, basta tomar s = ().

Una vez justificada la existencia de s, es facil probar la de ¢ mediante
una induccién ordinaria sobre la longitud de s. La unicidad no ofrece
dificultad. -
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El reciproco lo deduciremos del teorema siguiente:
Teorema 8.10 Sea ¢(x1,...,Tn,,x) una formula Ag en L, tal que

=
5, :>\/’U,¢($1, ,.T,'T“’U,)

con una demostracion que conste unicamente de formulas 3y o Il y con ordinal

menor que o < w kY Entonces existe un a tal que + = olar,...,an,a) y
g AP(2

la funcion (@)

f(a17--~7an) = pa AP'_(Z) = ¢(a'17"'7an7a)

es recursiva primitiva respecto de «.

DEMOSTRACION: Definimos como sigue una funcion r(D): si D es un nt-
mero natural que codifica una demostraciéon en I¥, formada tnicamente por
formulas ¥i o Il y cuyo secuente final conste inicamente de sentencias II; en
su antecedente y sentencias X1 en su consecuente, entonces (D) = D’, donde D’
es la demostracion construida en el teorema 7.18. En caso contrario, r(D) = D.
Es pura rutina comprobar que dicho teorema es formalizable en ARP, por lo
que la funcién r es recursiva primitiva.

Sea O la funcién que a cada demostracion D en X le asigna su ordinal
O(D), y que toma el valor 0 si D no es una demostracion en I¥;. También es
recursiva primitiva.

A su vez, la funcién

Fa(D) = { Fo(r(D)) 51 O0(D)) <O(D) <.

en otro caso

es recursiva primitiva respecto de a. Si D es una demostraciéon en I3, formada
tnicamente por férmulas ¥ o Il y cuyo secuente final conste tinicamente de
sentencias IT; en su antecedente y sentencias ¥; en su consecuente y O(D) < «,
entonces F, (D) es una demostracion del mismo secuente que no contiene reglas
de inferencia propias ni cortes sustanciales. En efecto, para calcular F,, (D), hay
que ir calculando la sucesién de demostraciones

mientras vayan cumpliendo
O(D) - O(r(D)) = O(r(r(D))) > O(r(r(r(D)))) > -

lo cual, de acuerdo con el teorema 7.18 va sucediendo mientras las demostracio-
nes sucesivas tengan inducciones o cortes sustanciales. Tras un ntmero finito de
pasos tenemos que llegar a una demostracién Dy que no los tenga, y entonces
F,(D) es la demostracion resultante.

Supongamos ahora que D es una demostracién en IX;, de = Vu ¢(@,u) sin
reglas de inferencia propias ni cortes sustanciales, y vamos a ver como a partir

de ella podemos calcular un a (el minimo, de hecho) tal que API—( )gb(a, a).
z
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En primer lugar, por el teorema 3.11, podemos eliminar todas las variables
libres sustituyéndolas por ceros, con lo que podemos suponer que la demostra-
cién consta tinicamente de sentencias Ag y de la sentencia \Vu ¢(a@,u) (siempre
en consecuentes), pues cualquier otra sentencia que no fuera Ay no podria ser
eliminada mediante cortes y tendria que aparecer en el secuente final.

Recordemos que en 3.8 vimos que podiamos definir en términos finitistas la
verdad o falsedad de una sentencia Ag. A su vez, si un secuente

71;"'7'7m:>61a"'7§n

consta unicamente de sentencias Ag, decimos que es verdadero o falso segun lo
sea la sentencia
M \/"'\/ﬁ’)/m\/al \/"'\/57“

(entendiendo que el secuente vacio es falso). Asi, podemos considerar los se-
cuentes de D que, al quitarles la sentencia \/u¢(@,u), son falsos. Entre ellos
estéa el secuente final y no puede estar ninguno de los secuentes iniciales (pues
solo contienen formulas atomicas y son todos verdaderos).

Por lo tanto, si partimos del secuente final y vamos ascendiendo por un hilo
cualquiera, en algiin momento debemos llegar a una regla cuyo secuente inferior
(al quitarle la sentencia Y1) es falso y al menos uno de sus secuentes superiores
es verdadero. Si la formula ¥; es una formula colateral de la regla, entonces
ésta sigue siendo valida al eliminarla, y todas las reglas de inferencia dan lugar a
un secuente inferior verdadero si sus secuentes superiores lo son, luego la tnica
posibilidad es que la formula ¥; sea la féormula principal de la regla, por lo que
ésta tiene que ser de la forma

I'= A, ¢(a,t)
I'= A, Vué(a,u),

donde ¢(a,t) es verdadera (porque I' = A es falso). Si k = d(t), también
sera verdadera ¢(a, k), y a partir de k& podemos calcular el minimo a < k tal
que ¢(a,a) es verdadera. Por el teorema 3.9, en AP(&) se puede demostrar
= ¢(a,a). Una vez mas, todo el cilculo puede formalizarse en ARP, por lo
que la funcion h(D) que a cada demostraciéon D en las condiciones indicadas le
asigna el nimero a (y toma el valor 0 en otro caso) es recursiva primitiva.

Por tltimo, si D una demostraciéon en I1¥; del secuente
= Vuo(xy,..., o0, u),

de ordinal menor que «, por el teorema 3.21 podemos suponer que consta tni-
camente de féormulas de tipo X y por 3.13 podemos suponer que es regular.
En particular, las variables x1,...,x, no se usan como variables propias en la
demostracién. En virtud del teorema 3.11, cualquier variable libre en D dis-
tinta de las x; o de las variables propias puede sustituirse por 0 para obtener
otra demostraciéon del mismo secuente. El teorema 3.11 nos da también que al
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sustituir en D cada variable z; por a; obtenemos una demostracién D(a) del
secuente
= Vug(a, u)

con el mismo ordinal. Se trata de una demostracion regular en la que las Gnicas
variables libres son las que se usan como variables propias. Nuevamente, como
la construccion de D(a) a partir de D es completamente finitista, es pura rutina
comprobar que puede formalizarse en ARP, por lo que la funcién a — D(a)
(viendo a D(a@) como un nimero natural) es recursiva primitiva.

Concluimos que la funcion
flay,... zn) = M(Fo(D(21,...,20)))

es recursiva primitiva respecto de a y no es sino la funcién descrita en el enun-
ciado pues, dados aq,...,a,, la funcion D(a) nos da una demostracion del se-
cuente = \u ¢(a, u) de ordinal menor que «, luego F,(D(a)) nos da otra demos-
tracion del mismo secuente sin reglas de inferencia propias ni cortes sustanciales
y h(F,(D(a))) nos da el minimo a tal que API—(Q) = ¢(a,a). "

Teorema 8.11 Las funciones demostrablemente recursivas en IXy son las fun-
ciones recursivas primitivas respecto de un ordinal o < w* 1),

DEMOSTRACION: Si f(z1,...,,) es demostrablemente recursiva en I¥;, de
acuerdo con [LM 7.13], existe una formula ¢(z1, ..., 2,,z,y) de tipo Aq tal que

flai,...,an) =a syss NEVuo(ay,...,an,u,a)

Y 1
F VoVug(z,..., 2., u,0).
IS
Consideramos la férmula
Y1, .z, w) = Vuv < w(w = (u,v) A d(x1, .., T,y U, v)).
Es de tipo Ag y Ilz_ Vw(xy,...,2,,w). Podemos tomar una demostracion
k

formada por formulas ¥ y II; y con ordinal a < w**Y. Por el teorema
anterior, la funcién

= H
g(ah aa/n) Hw AP(2) w(ala ; Ap s ’LU)

es recursiva primitiva respecto de «. Si g(aq,...,a,) = b, entonces
NE w(ala s 7a’n7b)a

lo cual se traduce en que b = {(¢,a) y NE ¢(ay,...,an,c,a), y esto implica que
a= f(1y,...,a,), luego

f(‘rla s ,l’n) = p?o(g(xla s 7xn))7

lo que prueba que f es recursiva primitiva respecto de . [
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Nota Teniendo en cuenta la prueba del teorema 8.10, hemos probado que si f
es una funciéon demostrablemente recursiva en I¥j, entonces se puede expresar
en la forma

f(@) = pi* (h(Fa(D(2)))),

0, més brevemente, en la forma

donde las funciones g(x) y h(z1,...,z,) son recursivas primitivas y
F,(r(D)) siO(r(D))<0O(D) < a,
en otro caso,
para cierto o < w**1) . Notemos ademéas que «, g y h dependen de f, pero las
funciones F,, (D) y O(D) no. n

Puesto que toda funcién demostrablemente recursiva en AP es claramente
demostrablemente recursiva en algtn I¥j, hemos demostrado:

Teorema 8.12 Las funciones demostrablemente recursivas en AP son las fun-
ciones recursivas primitivas respecto de algun ordinal.

8.4 Las funciones de Hardy

Vamos a dar otra caracterizacion de las funciones demostrablemente recur-
sivas en AP que nos mostrara ejemplos concretos de funciones que son demos-
trablemente recursivas en AP y no son recursivas primitivas, o de funciones
recursivas que no son demostrablemente recursivas en AP. Demostramos antes
un resultado técnico que vamos a necesitar sobre sucesiones fundamentales:

Teorema 8.13 Se cumple:
1. Sia>1yn >0, entonces (w*)[n] es un ordinal limite.
2. Si X es un ordinal limite y m > 0, existen ordinales
A=A =A== A > A1 =0

tales que, para i < k, se cumple que \; es un ordinal limite y A\;y1 = \;[0]
o bien \ix1 = \i[m].

3. Si A es un ordinal limite que no es de la forma Ay + w, dados m, r > 1,
existen ordinales

AP =X = Ao = o = Xp = g1 = A[r — 1]

tales que, para i < k, se cumple que \; es un ordinal limite y A\;y1 = X\;[0]
o bien \ix1 = \i[m).
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DEMOSTRACION: 1) Si a =1+ 1, entonces w*[n] = w” - n, que ciertamente
es un ordinal limite. Si « es un ordinal limite, entonces w®[n] = w™, que es
un ordinal limite, pues, claramente a[n] # 0.

2) Si A = B + w, entonces A[0] = § es un ordinal limite o 0 (en cambio,
Alm] = B + m seria un ordinal sucesor, luego no nos serviria). Por el contrario,
si A =0+ w?, con a > 1, entonces A\[m] = 8 + w*[m] es un ordinal limite por
el apartado anterior (mientras que, si @ es un ordinal limite, A[0] = 8 + w0l
podria ser un ordinal sucesor y no serviria).

Por lo tanto, aplicando sucesivamente [0] o [m] segun el caso, podemos ge-
nerar una sucesion decreciente de ordinales limite que, tras un nimero finito de
pasos, tiene que acabar en 0.

3) Por hipotesis A = 8+ w®, con @ > 1. Si « =7+ 1, con n > 0, entonces
AMr—=1]=0+w"(r—-1), Ar]=p4+w"-r=Ar—-1]+w".

Sin=mno + 1, entonces A[r — 1] = A[r][0] y asi la sucesion del enunciado consta
s6lo de dos términos.
Si n es un ordinal limite, por el apartado anterior tenemos una sucesiéon

wl=mng >=m == N1 =0,

donde cada término se obtiene del anterior mediante [0] o [m] y todos son
ordinales limite menos el dltimo. Basta tomar \; = A[r — 1] 4+ n;.

Supongamos ahora que « es un ordinal limite, con lo que
Ar] = 8+ well] Nr—1] =8 +welr=1,

Si « no es de la forma oy + w, razonando por induccién transfinita, podemos
suponer que existe una sucesion

afr] =m0 =m > > Mgp1 =0

donde cada término se obtiene del anterior mediante [0] o [m] y todos son
ordinales limite menos el iltimo. Basta tomar A\; = 8 + w™.

Por tltimo, supongamos que o = o + w. Entonces
A[r] = B+ wotT, Ar—1] = 4wt

Observemos que A[r][m] = B+w® T ~1.r luego en el caso en que r = 1 tenemos
que A[r][m] = A[r—1] y tenemos la sucesion del enunciado en dos pasos. Sir > 1,
tenemos que

A[r][m] = A[r — 1] + w1 (r - 1).

Por el apartado anterior, aplicando [0] o [m] obtenemos una sucesion decreciente
de ordinales limite que lleva de A[r][m] a A[r —1]+w®+"~1(r —2), y continuando
el proceso r — 1 veces, tras un namero finito de pasos llegamos a A[r —1]. =
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Definiciéon 8.14 Para cada ordinal «, definimos la funcion de Hardy h.(z) de
modo que

ho(z) = z, has1(x) = ho(z + 1), ha(x) = hap(z).

Observemos que, viendo a h como una funcién de dos variables, esta defini-
cion se ajusta a la definicion 8.7 con r(a, x) = afx] si la expresamos asi:

h (m) _ ha[x] (m + 1) : X[SO‘] + ha[x] (x) ~X[LO£] si a[;v] < a,
« x en otro caso,

donde Sa y La son las formulas que expresan, respectivamente, que « es un
ordinal sucesor o un ordinal limite, y convenimos que afz] = 0 cuando « no es
un ordinal. En particular, esto hace que, si @ no es un ordinal, se cumpla por
definicion hq(z) = 0, pero sélo vamos a considerar las funciones h, cuando «
es un ordinal.

Por ejemplo,

hoo(2) = hoe(2) = hoa(2) = hoosa(2) = huss(3) = hua(4)
= hyya(d) =+ =hy(8) = hs(8) = --- = ho(16) = 16.

A la hora de calcular funciones de Hardy es 1util el resultado siguiente:
Teorema 8.15 Sia =w™ + - +wh-1 y f=wd 4+ ... + w1 con
Moz " = M1 2= 80 = o+ 7 O
(de modo que al calcular o + B no se cancelan términos), entonces
ha+s(x) = ha(hs(z)).

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién transfinita sobre 3. Para =0
es trivial. Si f = § + 1, entonces

hatp(z) = hors(x + 1) = ho(hs(z + 1)) = ho(hg(z)).

Si B es un ordinal limite,

hat (%) = Piatp)a)(T) = haypa) () = ha(hgp) (7)) = ha(hs(z)).

Usaremos exponentes para indicar iteracién de funciones, es decir:

Pla)=a, [ x) = f(f ().

Ahora es facil comprobar que

hpo(z) = hi(z)=2+1,
hynii(z) = hyn.a(x) = hin(v),
hwx (JL‘) = hw)\[m] (LB)

La segunda ecuacion se sigue del teorema anterior.

Las funciones de Hardy verifican ciertas condiciones de monotonia. Empe-
zamos probando dos de ellas:
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Teorema 8.16 Para todo ordinal o, se cumple:
1. La funcion h, es estrictamente creciente.
2. Si a es un ordinal limite y i < j < x, entonces hqp)(x) < hopy)().

DEMOSTRACION: Probamos simultaneamente las dos propiedades por in-
duccion sobre a. Si o = 0 ambas son triviales. Suponemos que las ambas se
cumplen para todo ordinal ayg < o y veamos en primer lugar que se cumple 2).

Suponemos que « es un ordinal limite y tomamos i < j < x. No perdemos
generalidad si suponemos que j =i+ 1. Si a = ag + w, entonces

hafi) (%) = hag+i(T) < hagri(T + 1) = hag 45 (2) = hafj (@),

donde hemos usado que o + ¢ cumple 1).
Si a no es de la forma ag+w, el teorema 8.13 nos da una sucesion de ordinales
limite
alil] =ag = ag = - = agy1 = alj],

donde cada término se obtiene del anterior aplicando [0] o [z] (notemos que
x > > 0). Basta probar que hq,,,(z) < hq,(z) para todo s = 0,...,k. En
efecto, si asy1 = a;[0], por la hipotesis de induccion aplicada a s,

ha, 2 (#) = Ra,(0)(2) < ha, 2 () = ha, ().
Si a1 = asfz], entonces ha, ,, (T) = ha,[2](7) = ha, (7).

Con esto tenemos probado 2) para «. Veamos ahora que se cumple 1). Si
a = ag + 1, es obvio. Supongamos, pues, que « es un ordinal limite. Entonces

h@(l‘) = ha[a:] (Z‘) < h‘a[z] (.13 + 1) < ha[:chl] (.13 + 1) - ]’La(l‘ + 1)7

donde la primera desigualdad se cumple por hipé6tesis de induccién y la segunda
por la propiedad 2), que ya hemos probado que se cumple para a. [

En el teorema siguiente usamos la complejidad de un ordinal, definida en 6.12:
Teorema 8.17 Si f < a y ¢(5) < n, entonces hg(n) < hqo(n).

DEMOSTRACION: Por induccién sobre a. Si o = o + 1, entonces 8 < ag,
luego

hp(n) < hao(n)

<h
Si « es un ordinal limite, como ¢(3) < n, por 6.13 tenemos que 5 < «a[n], luego,
por hipétesis de induccion, hg(n) < hqp, ]( n) = ho(n). "

ao(M+1) = ha(n).

Teorema 8.18 Sia > 0 y x > 0, entonces x < hqo(z).
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DEMOSTRACION: Por inducciéon sobre a. Si o = 5+ 1 entonces
ho(z) =hg(x+1)>2+1>x,

donde la desigualdad no estricta se cumple trivialmente si § = 0 y por hipotesis
de induccioén en caso contrario. Analogamente, si « es un ordinal limite,

ha(z) = haf)(z) > =,

pues, como z > 0, tenemos que alz] > a[0] = 0. u

Seguidamente demostraremos que las funciones de Hardy crecen maés rapida-
mente que muchas otras funciones. Para precisar esto diremos que una funciéon
f(x) mayora a otra funciéon g(x1,...,x,) si

gz, ..., xn) < f(max{zy,...,z,})

siempre que max{xy, ..., x,} es suficientemente grande. Notemos que esto equi-
vale a que existe un namero M tal que

g(z1,. .., zn) < max{f(max{z1,...,z,}), M}
para todo x1,...,%y.
Teorema 8.19 Se cumple:
1. Si unas funciones
g1,y Tm), hi(x1,.. xn)y . hm (T, .., Th)

estdn mayoradas por hye, entonces su composicion f(x1,...,x,) estd ma-
yorada por hye.s.

2. Si unas funciones
9(9317,,,,1'”), h(gj17"'7zn+1ay)

estdn mayoradas por hye, entonces la funcion f(x1,...,Tn4+1) definida
por recursion a partir de g y h estd mayorada por hye+11.

DEMOSTRACION: Sea M tal que
91,y ym) < max{hye (max{yr, ..., ym}), M},
hi(z1,...,2,) < max{hye(max{zy,...,2,}), M }.
Entonces, si llamamos « = max{x1,...,x,}, tenemos que
flxr, ... zy) < max{hyo (max{h;(z1,...,z,)}), M}
< max{hyo (Max{hye(x), M}), M} < max{hya (hya(z)), hye (M)}
= max{hyo.o(x), M'}.
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Supongamos ahora que
g(x1,. .., 2pn) < max{hg,e (max{xy, ...,z }), M},

h(mh ooy T4, y) < méx{hw"‘ (méx{xl, vy T4, y})7 M}
y vamos a probar que

f(zy,...,xp,x) < RS (max{zy, ..., x,, x, M}).

Razonamos por induccion sobre z. Para x = 0 es inmediato (teniendo en
cuenta que M < hya(M)). Si es cierto para x, entonces

flxy,...,zn,x+ 1) =h(z1,..., 20,2, f(21,...,2Zn,T))
< max{hyo (max{z1, ..., Tn, 2, f(T1,..., 20, 2)}), M}
< méax{hge (max{zy,. .., o, z, W55 (max{z, ..., xp, 2, M})}), M}
< hye (REE (max{zy, . .., 20, 2, M})) < REE2 (max{z1, ..., T,z + 1, M}).
Esto termina el razonamiento inductivo. Si llamamos
M' =méax{zy,..., 201, M} + 1,
tenemos que

F@y, . i) < hERPTH(MY) < M (M) = Bggosa (M)

wa
= hga+1(Max{T1,. .., Tny1, M} + 1) = hyat1 g (max{x, ..., 241, M})
= hga+1 1 (max{z1, ..., Tni1})
si max{z1,...,2ny1} > M. n

Teorema 8.20 La funcion h,e mayora a todas las funciones recursivas primi-
tivas.

DEMOSTRACION: La funcion C(z) = 0 estd mayorada por hg, la funcion
S(z) = x + 1 estd mayorada por ho(z) = = + 2 y las proyecciones P/ estan
mayoradas por hi(z) = x + 1. El teorema 8.17 implica que todas ellas estan
mayoradas por h,. El teorema anterior implica que si una funciéon f esta de-
finida por composiciéon o recursiéon a partir de funciones mayoradas por hgn,
entonces f estd mayorada por h,n+2, luego una simple inducciéon prueba que
toda funcion recursiva primitiva estd mayorada por una funcién h,n, para un n
suficientemente grande, luego todas ellas estan mayoradas por hw. m

En particular, las funciones h, con w* < a no son recursivas primitivas. Por
el contrario, las funciones h, con a < w* si que lo son, ya que « es entonces
suma de un nimero finito de potencias w™, luego por 8.15 basta probar que todas
las funciones hy,» son recursivas primitivas, y esto se sigue inductivamente de la
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relacion hgnt1(z) = h%. (). En efecto, si h,n es recursiva primitiva, también
lo es la funcién

F(z,0)=2,  F(z,y+1) = hon(F(2,9)),
que cumple F(z,y) = h¥.(x), luego también es recursiva primitiva la funcion

hwn+1 (CL‘) = F(.”L', m)

Notemos que, aunque no sean recursivamente primitivas, las funciones de
Hardy son sin duda recursivas (sabemos calcularlas). Mas atn:

Teorema 8.21 Las funciones de Hardy son demostrablemente recursivas en AP.
DEMOSTRACION: Fijado un ordinal 3, la funcién

H(afz],z +1) - x[Sa] + H(alz], z) - x[La] siafz] <a <,
x en otro caso,

Hg(o,x) = {
es recursiva primitiva respecto de (3, luego por 8.12 es demostrablemente recur-
siva en AP, luego también lo es hy(x) = Hoy1 (v, ). n

Ahora vamos a probar que toda funciéon demostrablemente recursiva en AP
estd mayorada por una funciéon de Hardy. Necesitamos un resultado técnico:

Teorema 8.22 Si D es una demostracion en IXg formada por formulas de tipo
Yk o Iy, entonces su ordinal cumple ¢(O(D)) < D.

DEMOSTRACION: Si S es un secuente de D, llamemos ¢(S) a la suma de los
grados de las formulas que lo componen. Vamos a probar, mas precisamente,
que

c(o(S5; D)) 4+ 9(S) < Ds,

donde Dg es la subdemostraciéon de D formada por S y los secuentes situados
sobre S en D. Razonamos inductivamente:

1. Si S es un secuente inicial, entonces
c(o(8; D)) +9(S) <140 < Ds,

pues Dg codifica una aplicacién que asigna el secuente S al arbol de un
solo nodo y, ciertamente, tiene que ser mayor que 1.

2. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitacién, con secuente
superior S7, tenemos que

c(o(S; D)) + g(S) < c(o(S1; D) + 1) + g(51) + g(«)

=c(o(S1; D)) +g(S1) + g(a) +1 < Ds, + S < Dsg,

pues el secuente S contiene la formula o, luego g(a) +1 < S.
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3. Si S es el secuente inferior de una regla logica irrelevante con secuente
superior S7, entonces

c(o(S; D)) + g(S) = c(o(S1; D)) + g(S1) < Ds, < Ds.

4. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor con se-
cuentes superiores S; y So, entonces

c(o(8; D)) + g(5) < c(o(S1; D)) + c(0(S2; D)) + g(51) + g(S2)
< D5'1 + D52 < Dg.

5. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia relevante con secuente
superior S7, entonces

c(0(8; D)) + g(S) < c(o(S1; D) +2) +g(S1) +1 <
C(O(Sl;D>) + g(Sl) +3<Dg, +5 < Dsg.

6. Si S es el secuente inferior de una regla de corte con secuentes superiores
S1 y Sy, formula de corte a y

hi = h(S1; D) = h(S2; D), ho = h(S;D), p; = o(Si; D),
entonces
c(0(S; D))+ g(S) < c(wn,—no (0(S1; D)#0(52; D))) + g(51) + 9(S2) — g(a)

< ¢(o(S1; D)) + c(0(S2; D)) + ha — ho + g(S1) + 9(52) — g(e)
< Dg, +Dg, < D.

Donde hemos usado que si el grado de la formula de corte a es g(@) < hy,
entonces h1 — hg = 0 y en caso contrario h; — hg = g(a) — hg < g(a), por
lo que, en cualquier caso,

hl—ho—g(a) SO

7. Si S es el secuente inferior de una induccién con secuente superior S’,
h1 = h(S’; D), ho = h(S;D) y g es el grado de la regla, entonces

c(0(S; D)) + g(S) < c(o(S"; D)) + hi — ho 4+ 1 4 g(5")

< Dg:+ 5 < Dg,

donde usamos que, como antes, hy — hg < g, luego hy —hg+1 < S, ya
que el secuente S contiene dos féormulas de grado g. L]

Teorema 8.23 Toda funcion demostrablemente recursiva en AP estd mayorada
por una funcion de Hardy.
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DEMOSTRACION: Sean > 2y llamemos @, () a la formula que expresa que z
es una demostracion en I1¥,, 1 formada por formulas ¥, 1 o II,,_1. Recordemos
que (D) es la funcion recursiva primitiva tal que si se cumple @, (D), entonces
r(D) es la demostracion del mismo secuente construida en el teorema 7.18, y en
caso contrario, (D) = D. Teniendo en cuenta la nota tras el teorema 8.11 asf
como el teorema 8.19, basta probar que la funcién

F,(D) = {Fvb(T<D>> si O(r(D)) < O(D) < w(™,
en otro caso

est4 mayorada por una funcion de la forma h,(u(x)), donde u(z) es recursiva
primitiva. Podemos suponer que n > 2. Definimos

ID| = {O(D) si @,(D),
D en caso contrario.

Claramente la funcion |D| también es recursiva primitiva.
Como h,,m) mayora a todas las funciones recursivas primitivas, existe un
M > 2 tal que
méax{z, max{(n + 1)r(z), (n + Dr(r(z)),y} + y} < hym (max{z,y}) + M.
Definimos u(x) = max{(n + 1)z, (n + 1)r(x), M} + M. Asi,
max{z,u(r(z))} = max{z,max{(n+ )r(z),(n+ 1)r(r(z)),M}+ M}
< hym (méx{z, M})+ M
< hye (méax{z, M} + M)
< by (u(),
donde la penultima desigualdad se debe a que h ) es estrictamente creciente.
Veamos ahora que Fy,(z) < hym. |5 (u(2)).
Si no se cumple que O(r(z)) < O(z) < w™, entonces
Fo(z) = 2 < uz) < hyo g (u(2)),
porque las funciones de Hardy son crecientes. Asi pues, basta probar la de-

sigualdad con el supuesto adicional de que se cumple ®,,(x) v que r(x) es otra
demostracién del mismo secuente de modo que

Ir(z)] < O(r(z)) < O(z) = |z < w™

Razonamos por induccion transfinita sobre |z| < . Suponemos que el resultado

es cierto para todo y tal que |y| < |z|. Como |r(x)| < |z|, podemos aplicar la

hipoétesis de induccion:
F,(x) méx{z, F,(r(x))}

max{x, hy,mn). () (w(r(z)))}

oo (2 (méx{z, u(r(z))})

Py () (g (u()))

P (jr(a) |41 (w(2))

Py g (u()).

(VAN VAN VAN VAN VAN VAN
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La dltima desigualdad se sigue del teorema 8.17, pues, por el teorema 8.22
aplicado a D = r(z) y O(D) = |r(z)|, tenemos que

c@™ (Jr(@)| +1)) = (n + De(|r(z)] +1) =

(n+D)(e(Ir(@)]) +1) < (n+ Dr(z) < ulz).

Finalmente, concluimos que Fy, () < hy, )., (u(x)). En efecto, si se cumple
D, (x) y O(r(x)) < O(x), entonces, de nuevo por el teorema 8.22, tenemos que
c(w™-|z|) = (n+1)c(O(x)) < (n+1)x < u(z), luego 8.17 nos da la desigualdad.
En otro caso es F,,(z) = z y la desigualdad es inmediata por la monotonia de
las funciones de Hardy. Asi pues, tomando o = w™ - w(™ se cumple que
Fo(z) < ho(u(x)). "

Ahora podemos caracterizar las funciones demostrablemente recursivas en AP
en términos de las funciones de Hardy:

Definicion 8.24 Una funcion f pertenece a la clase de Hardy si existe una
sucesion de funciones f1,..., fr de modo que fx es f y cada f; es la funcion,
nula C, una proyeccién P/, una funcién de Hardy h, o bien estd definida por
composicion o recursion a partir de funciones anteriores de la sucesion.

Teniendo en cuenta que la funcién sucesor es la funcién de Hardy h;, es
inmediato que la clase de Hardy incluye a todas las funciones recursivas pri-
mitivas, asi como que toda funciéon de la clase de Hardy es demostrablemente
recursiva en AP. De hecho:

Teorema 8.25 Las funciones demostrablemente recursivas en AP son las fun-
ctones de la clase de Hardy.

DEMOSTRACION: Por la nota tras el teorema 8.11, toda funcién demostra-
blemente recursiva en AP es composiciéon de funciones recursivas primitivas y
una funciéon

s ={ T e

luego basta probar que esta funcion esta en la clase de Hardy. Para ello definimos
la funciéon recursiva primitiva

q(x,0) =z,  qz,y+1)=r(q(z,y)).

Con la notacion del teorema 8.23, si no se cumple @, (), entonces r(z) = z,
luego ¢(z,0) = g(x,1). Por otra parte, si suponemos que

@, (z) AN O(x) < a — Vug(r,u) = g(z,u+1),

podemos probar que ®,(x) A O(z) = a = Vug(z,u) = q(z,u + 1). En efecto,
o bien r(z) = z, en cuyo caso sirve u = 0, o bien &, (r(x)) A O(r(x)) < «a, luego
la hipdtesis de induccion nos da un y tal que g(r(x),y) = q(r(z),y + 1), pero
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esto es lo mismo que g(z,y + 1) = ¢q(z,y + 2). Por el principio de induccion
transfinita hasta w(™ concluimos que
@, (z) = Vug(z,u) = q(z,u+ 1),

luego en cualquier caso Vu q(x,u) = g(x,u + 1). Esto hace que la funciéon

p(z) = pulg(z,u) = q(z,u + 1))

sea demostrablemente recursiva en AP. Esté representada por la férmula

oz, y) = Ni <yqla,i) # qlz,i+1) Agle,y) = q(z,y +1).

Por el teorema 8.23 existe un ordinal « tal que p(z) < ho(z). Pero la funcién
q(x, —) se vuelve constante en cuanto toma dos veces el mismo valor, por lo que

q(z, ha (7)) = q(x, ha(x) + 1),
de donde F,,(D) = q(z, ho(x)), luego F,, esta en la clase de Hardy. n

Una funcién recursiva no demostrablemente recursiva en AP  Obser-
vemos que F(n) = h,m(n) es un ejemplo de funcion recursiva que no es demos-
trablemente recursiva en AP, pues mayora a todas las funciones de Hardy. En
efecto, para todo ordinal «, podemos tomar un n tal que ¢(a) <ny o < W),
y entonces el teorema 8.17 nos da que hq(n) < hym (n). "

Ahora necesitaremos una ligera variante de las funciones de Hardy, a saber,
las funciones definidas mediante:

ho(z) = z, hat1(x) = ho(z+ 1), ha(z) = ﬁ,\[w] (x+1).

Equivalentemente,

ho(z) = { ;Lam (x+1) siafz] < a,

x en otro caso.

La prueba del teorema 8.21 se adapta facilmente para probar que las funcio-
nes h, son demostrablemente recursivas en AP. En este caso basta considerar
la funcién ~

o) = {H(a[x],x—l— 1) siafz]<a<B,
T en otro caso.

Por otra parte, se cumple que h,(x) < ha (). Basta razonar por induccion
sobre a. Para o = 0 es trivial. Si @ = 8 + 1, entonces

ha(z) = hg(z + 1) < hg(z + 1) = ha().

Por ultimo, si « es un ordinal limite,

ho(x).

En particular ) (n) < by (n), luego la funcion F(n) = hyw) (n) también
mayora a todas las funciones de Hardy.

ha(x) = ha[;c] (:L’) < hoz[gc] ({E + 1) < iLoz[ac] ({E + 1)
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La estrategia derecha de Hércules contra la Hidra Ahora podemos pro-
bar que en AP no es posible demostrar que Hércules siempre vence a la Hidra
cuando usa la estrategia derecha.

Recordemos que el ntimero de asaltos necesarios para derrotar a la Hidra
con la estrategia derecha es Ng(a) = L,(2), donde L es la funcion dada por

LQ(TL) =0, La(n) = La[n} (Tl + 1) + 1.
La funcion L esté estrechamente relacionada con las funciones de Hardy:
Teorema 8.26 h(n) = ;lLa(n) (n) =n+ Ly(n).

DEMOSTRACION: Veamos la primera igualdad por induccién sobre . Para
a = 0 es trivial. Si a no es nulo, entonces

ha(n) = hop(n +1) = iLLa[n](n—&-l)(n +1) = FLLa[n](n+1)+l(n) =Ry (m)(n).

La segunda desigualdad es inmediata, pues si m es un ordinal finito, se
cumple que h,,(n) =n+m. "

En particular Ng(a) +2 = L (2) + 2 = ha(2).

Teorema 8.27 (Kirby, Paris) En AP no es posible demostrar que Hércules
derrota siempre a la Hidra cuando emplea la estrategia derecha.

DEMOSTRACION: Sea cual sea el modo en que formalicemos el problema en
AP, si de algtin modo hemos definido una féormula en £, tal que N F ¢(a,n, )
si y solo si 3 es el ordinal tras el asalto n-simo de la hidra que inicialmente tenia
ordinal « (y, por ejemplo, es § = 0 si « no es un ordinal) y se cumple que

A}_P /\a\/n ¢(a7 n, 0)7

es decir, si podemos demostrar en AP que la Hidra siempre acaba totalmente
decapitada, llamando ¥(a,n) = é(a,n,0) A Am < n=é(a,n,0), tendriamos
que

L ANeVn (o, n)

y esto probarfa que la funcion Nyi(«) que determina el nimero de combates
necesarios para decapitar completamente a la hidra de ordinal o cuando Hércules
sigue la estrategia derecha es demostrablemente recursiva en AP. Basta probar
que no es asi. Ahora bien, para todo n > 2, aplicando la definicién de i~1, tenemos
que

o (n) = h (2) = Ng(w™ 4+ n = 2).

w(n) 4n+=2

Por lo tanto, si Ny fuera demostrablemente recursiva en AP, serfa una funcién
de Hardy, al igual que Nd(w(") +n = 2), y entonces tendria que ser mayorada
por h,m (n), cuando acabamos de ver que no es asi. L]
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8.5 El teorema de Goodstein

Vamos a demostrar un teorema que demostré Goodstein en 1944, similar
hasta cierto punto con el problema de Hércules y la Hidra, pero que admite
un enunciado aritmético mucho mas simple y tampoco puede demostrarse en la
aritmética de Peano.

Tomemos un ntimero cualquiera, como z = 2085, y expresémoslo como suma
de potencias de 2:
r=2" 42542241,

ahora expresemos los exponentes como suma de potencias de 2.
2342141 2241 2
r=2 + 2 +2°+1,
y a su vez, los exponentes de los exponentes:
241 | o1 21 1
.T:22 —+2 +1+22 +1_|_22 +17
y a su vez los exponentes de los exponentes de los exponentes:
2141 51 21 1
x:22 +2 +1+22 +1+22 +1.

Terminamos en cuanto todos los exponentes son iguales a 1 (podriamos expresar
tambifien 1 = 2°, pero enseguida veremos que es irrelevante hacerlo o no). A
esta expresion la llamaremos la descomposicion completa de ng en base 2. La
descomposicién completa en base 3 es

w=2.323" 42.33' 42 33"+ L 9. 33" L 9. 31
Podriamos eliminar los coeficientes escribiendo:
=333 g3t43! | 93142 | a3t42 | g3'41 | g3' 4 g3t | gl 31,

pero también sucede que en la practica es irrelevante hacerlo, pues estas descom-
posiciones completas nos interesan tnicamente para calcular la funcion G(k, x)
que se obtiene a partir de la descomposicion completa de x en base k + 2 susti-
tuyendo todas las bases k + 2 por k + 3. Por ejemplo,

G(0,2085) — 3% T334 | 330

= 35917545547 686 059 365 808 220 103 027 933 772 032,
G(1,2085) = 2-424 42442 4441 Loyt oyl

= 140808.

Es claro que haber expresado 1 = 2° 0 1 = 3% no afecta al calculo de G,
pues al sumar 1 a la base seguimos teniendo un 1. Similarmente, convertir los
coeficientes en sumas de potencias tampoco altera el calculo de G.
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La funcion G(k,z) es recursiva primitiva y se define facilmente en ARP
mediante recursién completa. Con la notacion® del teorema 4.22 es

G(k,x) = Z zilk + 2)(k + 3)G(k,i).
i<Nit2(z)

Notemos que, con la definiciéon que hemos dado, G(n,0) = 0.

La sucesion de Goodstein de un nimero natural n se define recurrentemente

como
gn(0)=n,  gn(k+1)=G(k,gn(k)) = 1.

Asi, la sucesion empieza con el valor ¢, (0) = n, para calcular g, (1) calcula-
mos la descomposiciéon completa de n en base 2, sustituimos todos los doses por
treses y restamos 1, luego calculamos la descomposicion completa de g, (1) en
base 3, sustituimos todos los treses por cuatros y restamos 1 y asf sucesivamente.
Por ejemplo,

g3(0) =2"+1, g3(1)=3"=3, gs(2)=2, ¢s(3)=1, gs(4)=0.
Notemos que la descomposiciéon de 3 en base 4 es simplemente 3 o, equiva-

lentemente, 4° + 4° 4+ 4%, pero, como ya hemos explicado, es inftil escribir 1
como potencia con exponente 0.

k+2 c v d
2 4 4 22
3 3% -1 26| 2-3242-3 42
41 24242441 41| 2-42+2-4'+1
5 2.5242.5 60 2.5%24+2.51
6| 2-62+2-6-1 83 2-62+6'+5
7 2. 72 4+74+4 109 2-724+7 44
8| 2-82+8+3 139 2-82+8'+3

9 2924942 173 2924942
10 2-1024+10+1 211 2-102+10'+1

11 2.112 411 253 2112 +11¢
12 2.122 411 299 2.122+11
13 2-132+10 348 2-132+10
14 2-142 49 401 2.142 49
15 2-15%2+8 458 2-152+8
16 2-1624+7 519 2-162+7
17 2.1724+6 584 2.172+6
18 2.182+5 653 2.18%2+5
19 2-19%2 +4 726 2.192 +4
20 2-20%2+3 803 2-.20% +3
21 2.212 42 884 2-212 42
22 2.222 +1 969 2.222 41
23 2.232 1058 2.232
24 2.24%2 1 1151 | 242 423 .24 + 23

25| 252 423-254+22 | 1222 | 252 4+ 23-251 + 22

8Recordemos que Ny(z) = ng(x) + 1 si z # 0, y Ng(0) = 0.
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La tabla de la pagina anterior muestra los primeros términos de la suce-
sién g4. En la columna c se muestra el calculo, en la columna v el valor y en
la columna d la descomposicion completa en la base correspondiente, que es el
punto de partida para el calculo del término siguiente.

El teorema de Goodstein afirma que las sucesiones de Goodstein siempre
alcanzan el valor 0, es decir:

Teorema 8.28 (Goodstein) An\kg, (k) = 0.

Por ejemplo, es facil ver que go(0) = g1(1) = ¢g2(3) = 0, ya hemos visto que
g3(4) = 0y, para la sucesion g4, se cumple que

g4(3 . (2402653211 o 1)) = 0.

La idea de la demostracion del teorema de Goodstein es probar que cada
sucesion de Goodstein se corresponde con una sucesion decreciente de ordinales,
y si ésta llega a 0, la sucesion de Goodstein también lo hace.

Llamamos Tk (x) a la funciéon dada por T (0) = 0 y, que, para = > 0, en la
descomposicion completa de x en base k + 2 (con los sumandos ordenados de
modo que la sucesion de exponentes sea decreciente) sustituye cada base k + 2
por el ordinal w (y transforma las sumas, productos y potencias de nimeros
naturales en las correspondientes a ordinales).

Por ejemplo,
T5(2085) R N
Ti(2085) = w¥?.-24 w2 240t ¥ 24w -2

Reciprocamente, podemos considerar la funcion Gy («) que, en la expresion
de « en forma normal, sustituye cada w por k+2. Conviene observar que Gy («)
admite una definicién recurrente muy simple:

Gr(0) =0, Grla+1)=Grle)+1, Gr(\)=Gr(Ak+2]).

En efecto, los dos teoremas siguientes prueban que la funcién definida de
este modo se comporta como hemos indicado:

Teorema 8.29 Sia=w" + - -+ w1 y B =w 4+ ... + w1 con
Moz " = Mpe1 =80 =+ 7 O
(de modo que al calcular o+ 8 no se cancelan términos), entonces
Gr(a+ B) = Gr(a) + Gi(B).

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién transfinita sobre 5. Si § =0
es trivial. Si 8 =6 + 1, entonces

Grla+ ) = Gr(a+6) + 1 = Gila) + Gr(0) + 1 = G(a) + Gr(B).
Si B es un ordinal limite

Grla+B) = Gr(a+ Bk +2]) = Gr(@) + G (B[k +2]) = Gi(a) + Gi(B).
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Teorema 8.30 G} (w®) = (k 4 2)Cr(),
DEMOSTRACION: Por inducciéon transfinita sobre a. Si o =0 es
Gr(w®) = Gp(1) =1 = (k+2)° = (k +2)%©,
Si a =+ 1, entonces, usando el teorema anterior,
Gr(w’™) = Gr(w? - (k+2)) = Gx(WP) - (k+2) =
(k+2)8 ) . (k4 2) = (k4 2)F B+ = (k 4 2)Gr(@),
Si a es un ordinal limite,

Gk}(wa) — Gk(woz[k'+2]) — (k + 2)Gk(a[k-+2]) _ (k n 2)Gk(a)_

Asi pues, en efecto, G («) se limita a sustituir cada w por k + 2 en la forma
normal de «. Ahora son inmediatos los hechos siguientes:

1. Gg(a) =0siy solosi o =0.

(Si en el ordinal que resulta de sustituir cada base k + 2 por w en la
descomposicién completa de n en base k + 2 sustituimos de nuevo cada w
por k + 2, recuperamos el nimero n.)

3. G(k,Gr(@)) = Gy (o).
(Si en el namero que resulta de sustituir cada w por k + 2 en la forma

normal de «, sustituimos cada k + 2 por k + 3, obtenemos el nimero que
resulta de sustituir cada w por k£ + 3 en a.)

Ahora consideramos la funcion dada por
P,(0)=0, Pila+1)=«a, Pr(\) = Pc(Alk+2]).
Para interpretarla observamos primero que cumple lo siguiente:
Teorema 8.31 G (Px(a)) = Pp(Gr(w)).

DEMOSTRACION: Notemos que Gk («) es un namero natural, que aqui tiene
que interpretarse como un ordinal finito. Por induccién transfinita sobre «. Si
a = 0 tenemos que

Gi(Pr(0)) = Gk (0) = 0 = P(0) = Pr(Gx(0)).
Si =+ 1, entonces
Gr(Pr(a)) = G(B) = Pi(Gr(B) + 1) = Pu(Gi(a)).
Si « es un ordinal limite, entonces

Gr(Pr(a)) = Gr(Py(alk +2])) = P(Gr(alk +2])) = P(Gi(a)).
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Notemos que Py (Gr()) = Gr(a) = 1, por lo que el teorema anterior afirma
que, para cada ordinal « no nulo, Py(a) es el ordinal tal que, cuando se le
sustituye cada w por k + 2, el namero que resulta es una unidad inferior al que
resulta de sustituir cada w por k + 2 en a. Asi:

Gk, Gr(a)) = 1 = Gry1(a) = 1 = Pry1(Gryr(a) = Grir (Prga ().

La relacion con las sucesiones de Goodstein es ahora inmediata. Observamos
que:

gn(0) = n=Go(To(n)),

gn(1) = G(0,Go(To(n))) ~ 1 = G1(P1(To(n))),

9:(2) = G(1,G1(Pi(To(n)))) = 1= Ga(P(P1(To(n)))),

9n(3) = G(2,G2(P2(P1(To(n))))) = 1 = G5(Ps(Pa(Pi(To(n))))),

y esto nos lleva a definir

Qo(a) =, Qry1(a) = Pry1(Qr(w)),

con lo que una induccién obvia prueba que

gn(k) = Gr(Qk(To(n))).
Por consiguiente, g, (k) = 0 es equivalente a Q(Tp(n)) = 0.

Ahora bien, una induccion transfinita trivial prueba que si a # 0, entonces
Py (a) < «, de donde, a su vez, si Q(a) # 0, se cumple Qr41(a) < Qr(a), con
lo que la sucesion

Qo(To(n)) = Q1(To(n)) > Qa2(To(n)) > ---

decrece estrictamente mientras no alcanza el valor 0. Como no hay sucesiones
infinitas de ordinales estrictamente decrecientes, tiene que existir un k tal que
Qr(To(n)) = 0, y esto equivale a que g, (k) = 0, y asi queda probado el teorema
de Goodstein.

Veamos ahora que no es demostrable en AP. Necesitamos una versién méas
general de la funcion Q:

Qn,O(a) = Q, Qn,k+1(a) = Pn+k+1(Qn,k(a))'

Notemos que Q(a) = Qo k(). Sigue siendo cierto que la sucesion

Qnola) = Qni(a) = Qnala) = ---

es estrictamente decreciente mientras no toma el valor 0, luego, para todo n y
todo «, siempre hay un k en el que vale 0. Veamos que el minimo valor de k
esté relacionado con las funciones de Hardy:
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Teorema 8.32 n + 3 + pk (Qn () =0) = ho(n + 3).
DEMOSTRACION: Por induccién transfinita sobre a. Si o =0 es
340 =ho(3),
lo cual es cierto. Sia =+ 1y k > 0, observemos que

Qn,k(a) = Pn+kPn+k71 T Pn+2Pn+1(B + ]-)
= PoiiPoji—1- Poi2(B) = Qui1u-1(8),

luego
n+ 3+ pk (Qni(a) =0) = n+ 34 pk (Qni1,e-1(8) =0) =
n+ 44 pk (Qni1k(8) = 0) = hg(n +4) = ha(n +3).

Si a es un ordinal limite,

Qni(e) = PoyiPoyk—1- Pop1(e)

= PoikPoyi—1 Poyi(a[n+3]) = Qnr(aln +3]),

luego

n+ 34 pk (Qni(a) =0) =n+3+ pk(Qnir(an+3]) =0) =

hapnss)(n+3) = ha(n + 3).

Hemos definido las funciones @), porque el razonamiento inductivo del
teorema anterior requeria cambiar el valor de n en un momento dado, pero
ahora podemos particularizarlo a n = 0. Hemos probado que

ha(3) = 3 + pk(Qk(a) = 0).

Teorema 8.33 (Kirby, Paris) El teorema de Goodstein no es demostrable en
la aritmética de Peano.

DEMOSTRACION: Definimos a,, = w(™ + w1 4 ... 4 @ 41,
ap =1, ag1 = 2%,
bn =0n+ an-1+ -+ aop,
con lo que claramente Ty (by,) = oy, luego gy, (k) = Gr(Qr(an)).

Si el teorema de Goodstein fuera demostrable en AP, es decir, si

en particular
A—P AnVEk g, (k) =0

luego la funcion pk(ge, (k) = 0) = pk(Qr(an) = 0) serfa demostrablemente
recursiva en AP, al igual que h,, (3), por la observaciéon previa al enunciado.
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Por lo tanto, basta probar que la funciéon h,, (3) no es demostrablemente
recursiva en AP, para lo cual basta observar que

ha., (3) = by (n),

ya que esto implica que mayora a todas las funciones de Hardy, es decir, a todas
las funciones demostrablemente recursivas en AP.

En efecto, razonamos por induccién sobre n. Para n =0 es
hay(3) = hi(3) =4 >1=hy1(0) = ho(0).
Si vale para n,
Py i1 (3) = hyon (ha, (3) = hyenrn (B () = hymen (n + 1),

pues hy,m) (n) > n. "



Capitulo IX

Logica de segundo orden

Un lenguaje formal de primer orden estéd concebido para hablar de unos
objetos sobre los que hay definidas unas relaciones y funciones prefijadas a las
que podemos referirnos a través de los relatores y funtores del lenguaje. En
cambio, un lenguaje de segundo orden dispone de variables de primer orden
que pueden recorrer unos objetos y ademas de variables de segundo orden que
pueden recorrer las relaciones y funciones definidas sobre dichos objetos. En
otras palabras, mientras en un lenguaje de primer orden los cuantificadores s6lo
nos permiten formalizar afirmaciones del tipo “para todo objeto” o “existe un
objeto tal que ”, en la logica de segundo orden podemos formalizar afirmaciones
del tipo “para toda relacién” o “para toda funcion” y “existe una relacién tal
que” o “existe una funcion tal que”.

Ahora bien, cualquier teoria de conjuntos muestra que es posible hablar
de relaciones y funciones entre objetos sin necesidad de salirnos de la logica
de primer orden. Maéas en general, sucede que cualquier teoria axiomaética de
segundo orden puede reformularse en términos de la logica de primer orden. Un
ejemplo de esto lo proporciona el tratamiento que dimos en la seccion 10.1 de
[LM] de la aritmética de Peano de segundo orden, en el que ésta quedo reducida
a una teoria axiomatica de primer orden.

En este capitulo veremos que el calculo secuencial también es muy util para
estudiar la logica de segundo orden, pero para ello es conveniente considerar
lenguajes genuinos de segundo orden, sin reducirlos a lenguajes de primer orden.

9.1 Lenguajes formales de segundo orden

Definicion 9.1 La definicion de lenguaje formal de seqgundo orden (con o sin
igualador) es la misma que la de lenguaje formal de primer orden 2.1, salvo que
ahora exigimos que tenga una variable libre para cada par de nimeros natu-
rales r e i, que representaremos por X/, e igualmente una variable ligada U] .

Diremos que X (resp. U') es la variable libre (resp. ligada) de rango r e indice i.

331
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A las variables de rango 0 de un lenguaje formal £ de segundo orden las
llamaremos variables de primer orden. Llamaremos x; = X? a la variable libre
de primer orden de indice ¢, mientras que u; = UiO serd la variable ligada de
primer orden de indice 1.

En la practica sobrentenderemos que las letras x, y, z representan variables
de primer orden (libres, si no se especifica lo contrario), mientras que u, v, w
representaran variables ligadas de primer orden. Usaremos letras maytusculas
X,Y, Z para referirnos a variables de segundo orden (libres, si no se indica lo
contrario) y, si conviene, especificaremos su rango como superindice: X", Y7, ...
Las letras U, V, W representaran variables ligadas de segundo orden.

La idea es que una variable de segundo orden X" (libre o ligada) varie entre
las relaciones r-adicas entre objetos (no como un relator R", que representa una
relacion r-adica fija). Podriamos haber introducido otra serie de variables de
segundo orden que variaran entre las funciones r-adicas entre objetos, pero no
necesitamos complicar tanto la teoria: toda funciéon puede definirse a partir de
una relaciéon y toda relacion puede definirse a partir de una funcién, por lo que
no hay necesidad de considerar variables relacionales y funcionales a la vez.

Maés atn, en aquellos contextos en los que es posible definir n-tuplas de
objetos, no es necesario trabajar en teoria con relaciones (o funciones) r-adicas,
pues toda relacion (o funcién) r-adica puede definirse como una relacion (o
funcion) de rango 1 que actia sobre r-tuplas. Ello nos lleva a la definicion
siguiente:

Un lenguaje de seqgundo orden reducido se define modificando la definicion
precedente para exigir que soélo haya variables de rangos 0 y 1 o, equivalente-
mente, que todas las variables de segundo orden tengan rango 1.

Términos y formulas Cuando relacionemos los lenguajes formales de primer
orden con los de segundo orden entenderemos que las variables de un lenguaje de
primer orden se corresponden con las variables de primer orden de un lenguaje
de segundo orden.

Por ejemplo si decimos que la definicion de semitérmino en un lenguaje
de segundo orden es la misma que para lenguajes de primer orden, aqui hay
que entender que, cuando en dicha definicién se establece que las variables son
semitérminos, en el caso de un lenguaje de segundo orden debemos entender que
las variables de primer orden son semitérminos. En particular, los semitérminos
no pueden contener variables de segundo orden.!

La definicion de semiférmula tenemos que modificarla para incluir dos as-
pectos nuevos. Por una parte, que las variables de segundo orden de rango r
definen férmulas atémicas exactamente igual que los relatores de rango r y, por
otra, que —al contrario que éstos— pueden ligarse mediante cuantificadores.
Asi, modificamos de forma obvia la definiciéon 2.3 para que las semiférmulas de

1La situacién seria completamente distinta si pretendiéramos que las variables de segundo
orden representaran funciones en vez de relaciones. En tal caso las variables de segundo orden
se emplearian para construir (semi)términos.
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un lenguaje de segundo orden sean las cadenas de signos de una de las formas

siguientes:

1. X"ty ---t,, donde X" es un relator r-adico o bien una variable de segundo
orden (libre o ligada) de rango r y t1,...,t, son semitérminos,

2. =, donde « es una semiférmula,

3. aV (8, donde a y 8 son semiférmulas,

4. NUa, donde U es una variable ligada de primer o de segundo orden y o
es una semiférmula,

5. VUa, donde U es una variable ligada de primer o de segundo orden y o

es una semiférmula.

Las semiférmulas del primer tipo se llaman semiférmulas atémicas. Si X es
una variable de segundo orden, a menudo escribiremos X (¢1,...,t,.) en lugar
de Xty---t.. Esta definicién de semiférmula vale igualmente para lenguajes
reducidos, en cuyo caso las tnicas semiférmulas atémicas asociadas a variables
de segundo orden son de la forma X (¢).

Los conectores A, — y <+ se definen exactamente igual que en el caso de los
lenguajes de primer orden.

La definicién de los conjuntos de variables libres y ligadas en una semiférmula
es esencialmente la misma que para los lenguajes de primer orden:

1.

Las variables que aparecen libres en X"t; - - - t, son todas las variables que
aparecen en la semiférmula (tanto si son variables libres como ligadas).

Las variables que aparecen libres en =« son las mismas que aparecen libres
en .

Las variables que aparecen libres en o V 3 son las que aparecen libres en «
y las que aparecen libres en (.

. Las variables que aparecen libres en Aua o Vua son las que aparecen

libres en a y son distintas de wu.

Las variables que aparecen libres en AU o o VU « son las que aparecen
libres en a y son distintas de U.

1. En una semiférmula atémica X"¢; - - - £, ninguna variable aparece ligada.

Las variables que aparecen ligadas en —a son las mismas que aparecen
ligadas en a.

Las variables que aparecen ligadas en « V (8 son las que aparecen ligadas
en « y las que aparecen ligadas en (.

Las variables que aparecen ligadas en Aua o Vua son u y las que aparecen
ligadas en a.

. Las variables que aparecen ligadas en AU a o VU« son U y las que apa-

recen ligadas en a.



334 Capitulo 9. Ldgica de segundo orden

Ahora, como en el caso de los lenguajes de primer orden, podemos definir
los términos como los semitérminos sin variables ligadas y las férmulas como
las semiférmulas en las que ninguna variable ligada aparece libre.

Llamaremos formulas de primer orden a las formulas que no tienen variables
ligadas de segundo orden (pero si que admitimos que tengan variables libres de
segundo orden).

Sustitucion La definicion de sustitucion de una variable de primer orden (li-
bre o ligada) por un término en un semitérmino es la misma que para lenguajes
de primer orden. Podriamos definir la sustituciéon St de una variable de pri-
mer orden por un término en una semieférmula modificando de forma obvia
la definicion para lenguajes de primer orden, pero necesitaremos contemplar la
posibilidad de que el término sea en realidad un semitérmino, lo cual nos obliga
a tener en cuenta la necesidad de sustituir en o unas variables ligadas por otras
para evitar que variables que estén libres en ¢ resulten ligadas al efectuar la
sustitucion.? Esto hace que la definicién correcta sea la siguiente:

1. SLX"ty -+ t, = X"Slty -+ Stt,.
2. 8t ~a = —Sta.
3. 8t (aVvpB)=stavsta.

Nua si  no esta libre en Auay,
4 St Ao = Nu va « si x esté libre en Aua v u no esta en t,
”” AvStsla six estalibre en Aua, uestienty vesla
menor variable que no estd en Aua ni en t.

Vua si & no esta libre en Vua,
5. st\ua = Vusta  sixestdlibre en Vua y u no estd en t,
o ) Vusisia sixestalibre en Vua, uestaenty vesla
menor variable que no esta en Vua ni en t.

6. SEAUa = AUSsLa.
7. st\VUa=\VUS! a.
Exactamente igual se define la sustitucién S« de una variable de segundo

orden X por otra variable Y del mismo rango (o incluso por un relator Y del
mismo rango) en una semiférmula a:

Yti---t, siX=Z7
Y e = 1 r ’
1. 8x2zt t’“—{Ztl---t, i X # 7.
2. 8% —a=-ska.
3. s¥(aVv B)=skavsis.
4. S¥ Aua = Aus¥ a.
5. S§\/ua5\/us§ Q.

2Véase la discusion al respecto en la seccién 1.5 de [LM].
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AU « si X no esté libre en AUaq,

AU sk a si X esta libre en AUay Y # U,

6. SXxA\Ua = AVsksVa si X estalibreen AU, Y =U y V # X es
la menor variable del mismo rango que no
esta en AUau.

VU « si X no esté libre en VUa,

VU S}/(a si X esta libre en VU e Y # U,

7. 8¥xVUa = { VVsksha si X estalibreen VU, Y =U y V # X es
la menor variable del mismo rango que no
esta en VU .

Como es habitual, usaremos la notacion a(zy,...,x,) para sefialar unas
variables (de primer o segundo orden, libres o ligadas, que pueden estar o no
en «) de modo que «(ty,...,t,) (donde ¢; es un semitérmino si la variable x; es
de primer orden o un relator o una variable de segundo orden del mismo rango
que z; si ésta es de segundo orden) representa la sustitucion simultanea de z;
por t; en «, definida andlogamente a como lo hemos hecho para lenguajes de
primer orden (evitando que una variable libre en un ¢; pueda ser sustituida).

Es claro que si sustituimos una variable libre de primer orden por un término
en una féormula obtenemos una férmula, al igual que si sustituimos una variable
libre de segundo orden por otra o por un relator. Si hemos contemplado la
posibilidad de que ¢ sea un semitérmino (o de que Y sea una variable ligada) es
porque necesitidbamos esta posibilidad en la definicién recurrente de otro tipo
de sustituciéon que no tiene equivalente en la légica de primer orden:

En efecto, ahora vamos a definir la sustitucion S;l((m) B, donde [ es una se-
miférmula, X es una variable de segundo orden (libre o ligada) de rango r y
a(Z) = a(zy,...,z,) es una semiférmula en la que hemos senalado r variables
de primer orden distintas entre si (libres o ligadas, que pueden estar o no en «).

alty,...,t) st X =Y (luego n =r),

@Dy g =
L syPvy tn{Ytlmtn XY,

2. 85" -p = -s5"p.
() — qa@) a(z)
3.8 '(BVy)=8y 'BVSy .

Au g i si X no esta libre en Auj,
Nu S‘;{(m) 153 si X esta libre en Aup y % no esta libre
4. SO NG = en (),

/\US§(5;)SZ§ si X esta libre en Au 3, u esté libre en
a(Z) y v es la menor variable que no esta
en a(z) ni en AupB.

Vu g . si X no est4 libre en Vu 3,
Vu S?‘((I) B si X esta libre en Vu 8 v u no esta libre
5. S?((i)\/uﬁ = en (%),

Vvsg‘(("f)sgﬁ si X esta libre en Vu 3, u esté libre en
a(Z) y v es la menor variable que no estéa
en o(Z) ni en VupB.
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AU si X no esta libre en AUS,

AU S?‘((‘T)B si X esta libre en AUB y U no esta
libre en «(Z),

AV S;X((x)sgﬂ si X esta libre en A\US, U esta libre en
a(Z) y V es la menor variable del mismo
rango que no esta en AU ni en a(Z).

VU B si X no esta libre en VUS,

VU S?‘((I)ﬁ si X esta libre en VUB y U no esta
libre en a(Z),

\YA%4 s;?””)sgﬁ si X estd libre en VUB, U est4 libre en
a(Z) y V es la menor variable del mismo
rango que no esta en \/U S ni en a(Z).

6. SYIAUB =

7. SYNVUB =

Notemos que la idea de esta sustitucion estd contenida en el primer caso
(en el cual no podiamos exigir que 1, ...,t, fueran términos). Los demés casos
establecen lo necesario para que calcular Sgt((x) [ sea en esencia aplicar el primer
caso siempre que sea posible y cambiar las variables ligadas de § por otras
cuando entren en conflicto con variables libres de «(Z).

Notemos que todas las definiciones que hemos dado se particularizan trivial-
mente al caso de lenguajes reducidos.

9.2 El calculo secuencial de segundo orden

Sobre un lenguaje £ de segundo orden podemos considerar secuentes y célcu-
los secuenciales exactamente igual que sobre lenguajes de primer orden.

Definicién 9.2 Si £ es un lenguaje formal de segundo orden, llamaremos B
(o simplemente B) al célculo secuencial cuyas axiomas son los de LK, es decir,
los secuentes a = «a, y cuyas reglas de inferencia son las de LK més las cuatro
reglas siguientes:

. ) a(X), T = A = A oY)
N\; izquierda A o). T= A Az derecha I=AAUaU)”’
V, izquierda oY), I = A V, derecha L= A o)

VUaU), T=A" I =A VUaU) "
donde X e Y son variables libres del mismo rango que la variable U y la variable
propia Y no aparece en el secuente inferior.

Observemos que a cualquier lenguaje de primer orden le podemos anadir
variables de segundo orden (de rango 1 o de todos los rangos) y, dada cualquier
teoria axiomatica sobre dicho lenguaje, podemos considerar la teoria de segundo
orden que resulta de anadirle los axiomas logicos para formulas con variables de
segundo orden y estas cuatro reglas de inferencia. Asi, todos los teoremas de la
teoria original siguen siéndolo de la teoria de segundo orden asociada.
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Por ejemplo, si partimos de la aritmética de Peano, al anadir variables de
segundo orden de rango 1 podemos hablar de conjuntos arbitrarios de ntimeros
naturales. Por ejemplo, la formula siguiente:

VUAu(U(u) < Vou = 20)

afirma la existencia del conjunto de los nimeros pares. Sin embargo, esta for-
mula no es demostrable en B. De hecho, la logica de segundo orden B sirve
de poco si no se completa con axiomas de comprensiéon que garanticen que las
formulas —o algunas de ellas— definen conjuntos (o, més en general, relaciones).

Definicién 9.3 Sea £ un lenguaje formal de segundo orden y sea

a(zla"'vxr7y17"'7ymaY15"'a}/n)

una féormula de £ cuyas variables libres estén entre las indicadas. El axioma de
comprension asociado a « es la sentencia

AVASNVUAa(U (@) « a(a,s,V)).

Este axioma afirma la existencia de una relacion r-adica U que es satisfecha
por las r-tuplas de objetos que cumplen la férmula « con pardmetros 0y V.

Vamos a probar que, al igual que sucede con el principio de induccién en la
aritmética de Peano, los axiomas de comprensién son equivalentes a una regla
de inferencia. Para ello necesitamos un resultado previo:

Teorema 9.4 Sea L un lenguaje de sequndo orden, sea a(X) una formula de £,
donde X es una variable de rango r, sean Th = B(z1,...,2y), To = y(z1,..., )
dos formulas con r variables de primer orden senaladas. Entonces el secuente
siguiente es un teorema de B:

/\ul . . -ur(ﬁ(ul, Ce ,UT) 4 ’V(Uly ce aur))a Oé(T‘l) = a(T2)‘

DEMOSTRACION: Razonamos, por induccién sobre el nimero de signos 16-
gicos de a, que tanto la féormula del enunciado como

ANt -un(Blug, ... uy) & y(ug, ... u,)), afTy) = a(Th)
son teoremas de B.

Si a(X) =Yty --t,, donde Y es un relator o una variable libre, o bien
Y # X, en cuyo caso a(T1) = a(T2) = a(X) y los secuentes se siguen del
axioma a(X) = «(X) por debilitacion, o bien a(X) = Xt -- - ¢,, en cuyo caso

Oé(Tl) Eﬁ(tl,...,tr), Oé(TQ) E’y(tl,...,tr).

Tenemos que probar que

Na(B(a) < (1)), B(t1, ..., tr) = v(t1,...,t;)
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ahora bien, abreviando 8 = S(t1,...,t.), v = v(t1,...,t.), tenemos la demos-
traciéon
B=5 Y=
B=5 B, v=7
B—=v B=x
v v—=B,B=7
oy, B=y

Na(B(@) < ~v(@)), B = v

donde en el ultimo paso hemos aplicado r veces la regla izquierda del generaliza-
dor de primer orden. Anélogamente se prueba el teorema con ( intercambiado
con 7.

Si a(X) = —-d(X), por hipotesis de induccion podemos demostrar

Na(B(a) < (@), 6(Ty) = 6(Tz),  Na(B(a) (@), 6(Tz) = (Th),
y aplicando dos veces la regla del negador en cada caso de aqui obtenemos
Na(B(a) < v(a)), ~6(Tz) = =0(T1), Na(B(a) < v(@), ~0(T1) = ~6(T2).

(Pero notemos que para probar el teorema con 77 en el antecedente necesita-
mos la hipétesis de induccion con T en el consecuente, y viceversa. Por eso
necesitamos tratar simultaneamente los dos casos.)

Si a(X) =06(X) V e(X), por hipotesis de induccion tenemos los teoremas
Na(B(a) < (@), 8(Ty) = 8(T),  Aa(B(a) < (1)), e(T1) = &(Tn),

y es facil llegar a la conclusiéon usando las reglas del disyuntor.

Si a(X) = Aud(u, X), por hipotesis de induccion

y basta aplicar las reglas del generalizador (primero la izquierda y luego la
derecha). El caso en que a(X) = Vud(u, X) es analogo.

Si a(X) = AUS(U, X), por hipétesis de inducciéon tenemos
Nu(B(a) < (@), 8(Y,T1) = 8(Y, Tz),

y de nuevo basta aplicar las reglas del generalizador, en este caso las de segundo
orden. El caso en que a(X) = VU §(U, X) es analogo. n

Ahora podemos probar que, en un calculo secuencial de segundo orden que
tenga al menos los axiomas y las reglas de inferencia de B, admitir como axioma

el axioma de comprension asociado a una formula a(x1,...,z,,7,Y) equivale a
admitir como regla de inferencia

I'= A, ~(T)
I'= A, VU~()
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para toda formula v(X), donde X es una variable derangor y T' = a(x1, ..., Z;).

En efecto, si admitimos esta regla, podemos demostrar como sigue el axioma
de comprension:
a(Z) = o(T) o(Z) = a(z)
= a(Z) & a(T)
= Nu(a(a) < aa))
= VU Au(U(a) < a(a))
= AVAVUAu(U (u) « o))

donde en el tercer paso hemos aplicado la regla nueva con

Y(X) = Nu(X (@) < o(a)),

pues 7(T) = Na(a(a) < a(a)).

Reciprocamente, si suponemos el axioma de comprensién para «, por el
teorema anterior tenemos que3

Nu(X (@) < a(a)), 7(T1) = 1(Tz),

donde T1 =T = «a(Z) y To = X (%), pero claramente y(T5) = v(X). A partir de
ahi podemos razonar:

Na(X (@) < a(@)), y(Th) = y(X)
Nu(X (@) < a(a)), v(T1) = VU~(U)
VUAa(U (@) < a(@)), +(Th) = VU4 (U)
AVANUAa(U () < a(a)), v(T1) = VU~(U)

Como la primera férmula del dltimo secuente es el axioma de comprensiéon
para «a, podemos cortarla y obtenemos

v(T) = VU~(U),

luego cortando con I' = A, v(T') obtenemos I' = A, \VU~(U). ]

A su vez, esta regla derecha del particularizador implica una regla izquierda
del generalizador:
~T), T = A
AU~(U), T = A

En efecto:

Y(T), T = A 7 (X),7(X) =
I'= A VUnU) VU~U), \UFU)
ANU~(U), T = A

Esto nos lleva a la definicion siguiente:

3En realidad tendriamos que poner Au(a(@) <+ X (@)), pero es claro que con este cambio
obtenemos un secuente equivalente.
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Definicion 9.5 Sea £ un lenguaje formal de segundo orden y sea ® una familia
de formulas de £ cerrada para sustitucion, es decir, tal que

1. Si a(x) es una formula de ® y ¢ es un término, entonces «(t) también es
una férmula de ¢.

2. Si a(X) es una formula se ®, donde X tiene rango r, y T = B(x1,...,x,)
es otra formula de @, entonces a(7') también esta en P.

Llamaremos B(®) al calculo secuencial sobre £ cuyos axiomas son los axio-
mas logicos @ = a y cuyas reglas de inferencia son las de LK mas las cuatro
reglas siguientes:

o a(T), T = A I'= A a(Y)
Ns izquierda ANTa(U), T= A A\z derecha ANUa(U)
. ) aY), I = A = A o)
V, izquierda VUal). TS A V2 derecha I=A VUaU)”
donde T' = B(x1,...,2,,7,Y) es una formula de ® y la variable propia Y es una

variable libre del mismo rango que U y que no aparece en el secuente inferior.

Observemos que la regla izquierda del generalizador y la regla derecha del
particularizador aplicadas al caso en que T = X" (x1,...,x,) son simplemente
las reglas correspondientes de B. Por lo tanto, si ® contiene a las férmulas ato-
micas, las reglas de inferencia de B(®) incluyen a las de B, y hemos demostrado
que B(®) es equivalente (en el sentido de que tiene los mismos teoremas) que el
célculo deductivo que resulta de anadirle a B todos los axiomas de comprension
correspondientes a férmulas de .

Llamaremos ldgica de sequndo orden plena B? al calculo secuencial B(®) que
resulta de tomar como ® el conjunto de todas las formulas de £ y ldgica de
sequndo orden predicativa By al célculo secuencial que resulta de tomar como ®
el conjunto de todas las férmulas de primer orden.*

En ambos casos podemos considerar la variante reducida que admite dni-
camente variables de rangos 0 y 1 y el caso general con variables de todos los
rangos posibles.

Los axiomas del igualador Sea £ un lenguaje de segundo orden con igua-
lador y @ un conjunto de férmulas de £ cerrado para sustitucién que contenga
las formulas atémicas. Consideremos la formula

I = AW Auv(u = v A W(u) = W(v)).

4Recordemos que las férmulas de primer orden pueden tener variables libres de segundo
orden.
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Vamos a probar que de I; (es decir, del secuente = I) se deducen en B(®)
todos los secuentes
s=t, a(s) = aft),

donde s y ¢ son términos de £ y a(x) es una formula de . En efecto:
s=tAa(s) = alt)=s=tAals) = alt)

Auwv(u=v A a(u) = av)) = s =t A a(s) — alt)
AW Auww(u=vAW(u) = W) =s=tAa(s) = alt)

donde hemos usado la regla izquierda del generalizador con T = a(x) y
Y(X) = Auv(u=v A X(u) = X(v)),

pues entonces ¥(T) = Auv(u = v A a(u) = a(v)).
Cortando con la premisa llegamos a

=s=tAa(s) = at)

y aplicando las reglas inversas del implicador y del conjuntor llegamos al secuente
que queriamos probar.

Reciprocamente, a partir de un caso particular de estos secuentes, a saber,
a partir de:
x =y, Z(x) = Z(y)

podemos probar I;:

r =y, Z(x) = Z(y)
=y A Z(x)= Z(y)
=sz=yANZ(x)—> Z(y)
= Nuv(u=v A Z(u) — Z(v))
= AW Auw(u=v AW(u) — W(v))

Con esto podemos probar que todos los axiomas del igualador pueden redu-
cirse a una sentencia de primer orden y otra de segundo orden:

Teorema 9.6 Sea £ un lenguaje formal de sequndo orden con igualador y sea ®
un conjunto de formulas de L cerrado para sustitucion y que contenga a las
formulas atémicas. Sea Iy = AW Auv(u = v A W(u) — W (v)). Entonces:

1. De I se deducen (en B(®)) todos los axiomas del igualador de tipo 13:

S1=11,...,8n =tn, RSy s = Rty -1y,

2. De Nuwu = u se deducen todos los axiomas del igualador de tipo 11:

=t=t.

3. De I} y Nuu = u se deducen todos los axiomas del igualador de tipo 12:

S1=1t1,...8p =tn = fs1--8p = ft1 - tn.
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DEMOSTRACION: 1) Segtn acabamos de probar, tomando «(x) = Rats - - tp,
de I; se deduce el secuente

s1 =11, Rs1++-sp, = Rt182-- Sp.
Ahora tomamos a(x) = Rtyzs3 - S, y obtenemos
So =tg, Rt159- -5, = Rt1tas3 - sy,
y cortando los dos secuentes queda
s1 =1t1, S =to, Rs1 -8, = Rtitasz - s,

tras un namero finito de pasos llegamos al axioma del igualador.

2) se comprueba sin dificultad.

3) Basta considerar la formula a(x) = fs1-- s, = fzsa--s,, de la que
obtenemos

s1=1t1, fS1- " Sn=[fs1 S = fS1--8p = ft182--5p.
Cortando con un axioma de tipo I1 obtenemos
S1 =1t = fs1+ -8 = ft1S2--- Sp.
Ahora tomamos a(x) = ft189--- 8, = ft12S3 -+ Sp, con lo que obtenemos
Sg =1to = ft1s9--- 8, = ftitass - sp.

Los axiomas I3 (que ya sabemos que se deducen de I) implican la transitividad
de la igualdad, en particular el secuente

fs1- - 8n = ftisa- - sp, fl1sa- - sp = flilasg - sn
= fs1+-sp = flitasg - sn,
luego cortando este secuente con los dos anteriores obtenemos
s1 =11, 850 =9 :>f81~"5n = ft1t283'~'8n.

Prosiguiendo de este modo, tras un numero finito de pasos obtenemos el axioma
del igualador. -

Por dltimo, si X e Y son dos variables o relatores del mismo rango r, podemos
definir
X=Y=Auy-up(Xuy - -up < Yuy---u,),

y un caso particular del teorema 9.4 nos da que, para toda formula a(Z),
donde Z es una variable de rango r, se cumple

X =Y, aX)=alY).
De aqui se sigue facilmente que

=X=X, X=Y=Y=X, X=YV,Y=Z2=X=7
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9.3 Eliminacién de cortes

La prueba del teorema de eliminacién de cortes 2.24 se adapta con pequenos
cambios al caso de la légica de segundo orden predicativa:

Teorema 9.7 (de eliminacion de cortes) Sea £ un lenguaje formal de se-
gundo orden (sin igualador). Todo secuente demostrable en By admite una
demostracion sin cortes.

Como en el caso de 2.24, basta probar el teorema siguiente:

Teorema 9.8 Si un secuente es demostrable en By con una prueba que contiene
un unico corte como ultima inferencia, entonces es demostrable sin cortes.

DEMOSTRACION: Consideremos una demostracion D que termina asi:

= A « a, TV = A/
I,V = A, A

Llamamos S al secuente inferior y S7 y S2 a los dos secuentes superiores. Lla-
maremos hilos izquierdos de D a los hilos que contengan a S; e hilos derechos
a los que contengan a Ss.

Definimos el rango de un hilo izquierdo (derecho) H como el nimero de
secuentes consecutivos, contados a partir de S; (o S3) que contienen a « en su
consecuente (antecedente). Lo representaremos por rang H. Como « esta en Sp
y en So, el rango de un hilo es siempre > 1.

Definimos el rango izquierdo (derecho) de la demostracion D como el maximo
de los rangos de los hilos izquierdos (derechos) de D. Representaremos por
rang,; (D) y rang,(D) a los rangos izquierdo y derecho de D. El rango de D lo
definimos como

rang D = rang, (D) + rang,(D) > 2.

Llamaremos grado de una féormula « (y lo abreviaremos g(«)) al nimero de
signos légicos que contiene (-, V, A o V). Llamaremos g(D) al grado de la
formula de corte de (el tnico) corte de D.

El grado de sequndo orden de una féormula « (lo representaremos por s(a))
es el numero de cuantificadores de segundo orden que contiene, es decir, de
cuantificadores que van seguidos de una variable de segundo orden. Llamaremos
s(D) al grado de segundo orden de la formula de corte de (el tnico) corte de D.

Vamos a probar el teorema por induccién sobre el grado de segundo or-
den de D, es decir, suponemos que s(D) = s y que el teorema es cierto para
demostraciones D’ con s(D’) < s.

A su vez, razonamos por induccion sobre g(D), es decir, suponemos que
g(D) = g y que el teorema es cierto para demostraciones D’ con g(D’) < g.

Finalmente, razonamos por induccién cobre el rango r de D, con lo que
suponemos que el resultado es cierto para demostraciones de grado g y rango
menor que 7.
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CAs0 1: rang D = 2, es decir, rang;(D) = rang,(D) = 1.

SUBCASO 1.1: Uno de los secuentes S7 o Ss es un secuente inicial, necesa-
riamente o = «, donde « es la formula de corte.

Supongamos que S; es o = « (el caso de Sy es andlogo). Entonces la
demostraciéon D termina asi:

o=« a, IV = A/
a, I = A/

con lo que el corte puede suprimirse, obviamente. A partir de aqui suponemos
que ninguno de los secuentes S7 o So es inicial.

SUBCASO 1.2: Uno de los secuentes S o Sy se obtiene por debilitacion.

Pongamos que S; se obtiene por debilitacion (el caso de Sy es andlogo).
Como estamos suponiendo que rang,(D) = 1, la féormula de corte no puede
aparecer en el consecuente del secuente anterior a Sy, luego tiene que ser la
férmula principal de la regla de debilitaciéon, y la demostraciéon D termina asi:

'=A :
= A« a, TV = A
I I"= A A

Vemos entonces que podemos pasar de I' = A al secuente final sin mas que
aplicar la regla de debilitacion.

SuBCAsO 1.3: Tanto S; como S3 se obtienen mediante reglas de inferencia
logicas.

Nuevamente, debido a que rang,(D) = rang,(D) = 1, la féormula de corte «
tiene que ser la formula principal de ambas reglas de inferencia.

Si o = =, entonces la demostracion D acaba asi:

58, I'=A I'= A, B
I'=A, -4 -6, T = A’
I, I"= A A

y una demostraciéon alternativa es

I'= A B 8, = A
I I"= A A

donde ahora el corte tiene grado una unidad menor y podemos aplicar la hipo-
tesis de induccion.
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Sia=pV -y, tenemos:

= A, 38,7 B, TV = A’ v, TV = A’
'=A fVy BV, TV = A
L, IV= A, A

La alternativa es:

I'= A 8,9 B, I = A’ :
I,T"= A, A v v, TV = A’
I, IV = A, A’

El corte de (5 tiene grado menor que el de D, por lo que por hipotesis de induccion
podemos demostrar sin cortes el secuente I', IV = A, A/, vy obtenemos asi una
demostracion de S con un tnico corte cuya formula de corte es v y, de nuevo
por hipotesis de induccion, llegamos a una prueba sin cortes.

Si a = AuB(u), tenemos:

I'= A, B(y) B(t), T = A

L= A Aupf(u)  Aupu), T"= A’
ILT/= A A

Ahora observamos que los teoremas 2.25 y 2.27 siguen siendo validos para
Bo, es decir, que si en una demostracion sustituimos una variable libre x por
un término ¢ que no contenga variables propias, el resultado sigue siendo una
demostracion (solo tenemos que comprobar que las cuatro reglas de segundo
orden siguen siendo validas cuando se realiza la sustituciéon), asi como que,
sin mé&s que cambiar unas variables libres por otras, podemos exigir que en
una demostracién cada variable de primer orden sé6lo se emplee una vez como
variable propia y soélo aparezca por encima del secuente en el que se emplea
como tal.

Por consiguiente, por 2.27 podemos suponer que la demostraciéon del secuente
I'= A, B(y) es regular (y sin cortes), lo que en particular implica que la variable
y no es la variable propia de ninguna regla anterior a la que lleva a Sy. Maés
aun, podemos elegir todas las variables propias de la demostracién, por lo que
podemos exigir que ninguna esté en ¢t. Por lo tanto, el teorema 2.25 nos da una
demostracion sin cortes del secuente I' = A, B(¢) (aqui usamos que y no esté
enI' 0 A). Por consiguiente, una demostracion alternativa es

I'= A B(t) B(t), TV = A/
L, TV = A, A
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cuyo corte tiene grado menor que el de D, luego por hipotesis de induccion

existe otra demostracion sin cortes.

Si a = VuB(u), tenemos:

T= A, B(t) Bly), T = A/

I=A Vup(u)  VupB(u), I"= A
I, I"= A A

y en perfecta analogia con el caso anterior podemos llegar a una demostracion:

I'= A, B(t) B), TV = A’
I, I"= A A

cuyo corte tiene grado menor que el de D, luego por hipoétesis de induccion
existe otra demostracion sin cortes.

Si a = AUB(U), tenemos:

T= A, B(Y) B(T), T = A’

L= A ANUBU)  AUBWO), T"= A
I,V = A, A

Ahora observamos que los equivalentes para variables de segundo orden de
los teoremas 2.25 y 2.27 también son validos, es decir, que en una demostraciéon
podemos sustituir una variable de segundo orden X por una formula T = «(Z)
con tal de que en ella no aparezcan variables que se empleen como variables
propias (de primer o segundo orden) en la demostracion, por lo que podemos
suponer que ni Y ni ninguna variable propia de la demostracion deT' = A, 5(Y)
estd en T, lo que a su vez nos permite obtener una demostracion (sin cortes)
del secuente I' = A, B(T'), con la que podemos construir la demostracion

= A B(T) BT, T"=A
I, TIV= A, A’

Observemos que T puede tener cuantificadores, por lo que ahora no es cierto
que el grado de B3(T) sea menor que el de AUB(U), pero, como T es una formula
de primer orden (por definicién de By), tenemos que s(3(T)) < s(AUB(U)),
luego por hipétesis de induccién existe otra demostraciéon sin cortes.

Si a = VUB(U) el razonamiento es anélogo.
CAs0 2: rang(D) > 2, luego rang,(D) > 1 o bien rang,(D) > 1.

Supongamos concretamente que rang,(D) > 1. El otro caso se trata analo-
gamente. Notemos que esto implica que S7 no es un secuente inicial.
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SUBCASO 2.1: S contiene a « en su consecuente.

Entonces tenemos:

'= A« a, V= A«
LLTV=A A" «

y el secuente inferior puede obtenerse del superior izquierdo por debilitacion, sin
necesidad del corte. A partir de aqui suponemos que « no esté en el consecuente
de SQ.

SUBCASO 2.2 El secuente S; se obtiene por debilitacién o bien por una regla
logica cuya formula principal no es a.

Entonces tenemos

F// = A// o F/// = A/// o :
I'=s A« a, IV = A/
I,V = A, A

si es que la regla que proporciona S tiene dos secuentes superiores. El caso en
que s6lo haya uno es mas simple. Adelantamos el corte:

I"=Aa  ol'sA  I"=3A" o o=
1’\// 1’\/ = AI/ A/ 1’\/// F/ = A/// A/

El rango de estas demostraciones es una unidad menor, luego por hipotesis de
induccién existen demostraciones sin cortes de los secuentes finales, y usando la
misma regla que proporcionaba S; en la prueba original (ahora con méas formulas
colaterales), podemos probar sin cortes

F// 1‘\/ :> A// Al F/// F/ :> A/// A/
ILT/= A A

SuBCASO 2.3 El secuente S se obtiene de una regla logica cuya féormula
principal es a.

Tenemos cuatro posibilidades. Si a = -, la situacion es

6, T'=A :
I'= A, - -6, TV = A’
L, TV = A, A
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pero —f3 tiene que estar en A, por la hipotesis sobre el rango izquierdo. Esto
nos permite adelantar el corte:

8, I'= A, -0 -8, I = A’
B, I, TV = A A

Esta demostraciéon tiene rango una unidad menor, luego por hipétesis de induc-
cion el secuente inferior puede demostrarse sin cortes y, como A contiene a —(3,
podemos eliminar § del antecedente mediante la regla del negador.

Sia= V7, lasituacion es

I'=s A 8,y ;
I'= A, BVy BV, IV= A
I, I"= A A

y de nuevo (3 V « tiene que estar en A y podemos adelantar el corte:

' A B,v,6Vy BV~y,I"= A
F’F/:>A7A/’6?7

Por hipoétesis de induccion el secuente inferior puede probarse sin cortes y apli-
cando a continuacién la regla del disyuntor® eliminamos 3 y 7.

Sia=Au B(u), donde la variable u es de primer o de segundo orden, tenemos

I'= A, By) 5
T = A AuB(u)  AupB(u), T’ = A
I, TV = A, A’

para cierta variable propia y que podemos sustituir por otra para asegurar que
no esté en I ni en A’. Como A contiene /\u 3(u), también podemos adelantar
el corte:

I'= A, B(;;/), Au B(u) /\uﬁ(u)7 "= A
ILT'= A, A, B(y)

Por hipotesis de inducciéon existe una prueba sin cortes del secuente final, y
aplicando la regla derecha del generalizador eliminamos 5(y).

5En el caso analogo en que el rango derecho es mayor que 1 estariamos aplicando la regla
izquierda del disyuntor, que tiene dos secuentes superiores, y la hipotesis de induccion nos
da demostraciones sin cortes de los secuentes 3, I, IV = A, A’ y ~, I, TV = A, A, y a
continuaciéon podemos aplicar la regla izquierda del disyuntor.



9.3. Eliminacién de cortes 349

Si a = Vu B(u), donde la variable u es de primer o de segundo orden, tenemos

I'= A, B(t) :
T = A VupB(u)  VupB(u), T’ = A
I, IV = A, A

pero A contiene \/u 3(u), con lo que también podemos adelantar el corte:

I'= A, ﬁ(;f), Vu B(u) \/uﬁ(u)7 I'= A
ILT'= A, A B(t)

Por hipotesis de induccion existe una prueba sin cortes del secuente final, y
aplicando la regla derecha del particularizador eliminamos S(t). m

Como consecuencia:

Teorema 9.9 By es una extension conservativa de LK, es decir, si L es un
lenguagje de primer orden y £2 es el lenguaje que resulta de anadirle variables
de sequndo orden (de rango 1 o de todos los rangos) y un secuente de L es
demostrable en Bg, entonces es demostrable en LK.

DEMOSTRACION: Basta considerar una demostracion sin cortes y observar
que no puede contener variables de segundo orden, pues si un secuente superior
de una regla de inferencia distinta de la de corte tiene variables de segundo
orden, el secuente inferior también las tiene, luego si hubiera una variable de
segundo orden en algin secuente de la demostraciéon, las habria también en
el secuente final. En particular, todos los secuentes iniciales son axiomas de
LK y todas las reglas de inferencia son de LK, luego la demostracién es una
demostraciéon de LK. m

Observemos que la demostracion es constructiva, es decir, nos proporciona
un algoritmo para construir una demostracion en LK de un secuente dado a
partir de una demostracién en By. Lo mismo se aplica al teorema siguiente,
para el cual necesitamos una definicion:

Definicion 9.10 Si K es un calculo secuencial sobre un lenguaje formal de
primer orden £ que consta de los axiomas y reglas de inferencia de LK; més
quizé otros axiomas propios, llamaremos extension predicativa de K al calculo
secuencial K sobre el lenguaje formal £2 que resulta de afiadir a £ variables
de segundo orden (de rango 1 o de todos los rangos) cuyas reglas de inferencia
son las de B y cuyos axiomas son los de B, més los de K, méas los axiomas de
comprension asociados a todas las formulas de primer orden. Si admitimos los
axiomas de comprensiéon para todas las formulas de £? tenemos la extension
plena Ko de K.

Teorema 9.11 En las condiciones de la definicion anterior, Ky es una exten-
ston conservativa de K, es decir, todo secuente de L demostrable en Kq es
demostrable en K.
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DEMOSTRACION: Sea S = I' = A un secuente de £ demostrable en Kj.
Hemos probado que los teoremas de Ky son los mismos que los de la teoria
que resulta de sustituir los axiomas de comprension por las reglas de inferencia
de By, luego podemos considerar una demostracion de S en estas condiciones.
Sean Si,...,S5, los axiomas propios de K que se usan en la demostracion.
Podemos suponer que no son vacios. Sea S; la formula asociada a S;, es decir, la
disyuncion de las negaciones de las formulas de su antecedente y las férmulas de
su consecuente. Es claro que de = S; se deduce S;, aplicando las reglas inversas
del disyuntor y del negador. Por lo tanto, podemos formar una demostracion
de S en K| cuyos axiomas propios sean = S; en lugar de S;.

Si afiadimos S1,...,S, en los antecedentes de todos los secuentes de la de-
mostraciéon, obtenemos una demostraciéon del secuente

51,...,§n,F:>A

en la que los axiomas propios se han convertido en Si,...,S, = S;, que a
su vez son deducibles por debilitacion de los axiomas logicos S; = S;. En
suma, tenemos una demostracion en By del secuente indicado. Por el teorema
anterior dicho secuente es demostrable en LK. Cortando con los secuentes = S;
obtenemos una deduccién en LK que tiene por premisas estos secuentes, los
cuales a su vez pueden ser demostrados a partir de los secuentes S; mediante
las reglas del negador y del disyuntor. Con ello obtenemos una demostracion
en K de S. [

Asi, a cualquier teoria de primer orden le podemos anadir variables de se-
gundo orden para obtener una teoria de segundo orden “equivalente” a la inicial
en el sentido de que sus teoremas sin variables de segundo orden son los mismos.

En realidad, al pasar de una teoria de primer orden a su extension predicativa
es posible dar un pequeno paso adicional sustituyendo los infinitos axiomas
del igualador por los dos axiomas considerados en el teorema 9.6. Vamos a
probar que con ello obtenemos también una extensién conservativa, para lo
cual necesitamos un resultado técnico que constituye una nueva aplicaciéon del
teorema de eliminacién de cortes:

Teorema 9.12 Sea £ un lenguaje formal de sequndo orden. Sea I' = A un
secuente en L formado por formulas de primer orden y consideremos unas for-
mulas de primer orden oy1(X1{'),...,am(XIm) cada una de las cuales tenga a
X" como unica variable libre (de rango r;). Entonces, el secuente

AU ar (UTY), ..., AU, (U, T = A

es demostrable en By si y sélo si existen formulas Ty; = Bij(xiji, - .., Tijr,) de
primer orden, para i =1,....m yj=1,...,n;, tales que el secuente

{Avij a;(Ti;)}, T = A

(donde las llaves indican que en el antecedente estdin todas las formulas corres-
pondientes a todo i y todo j) es demostrable en B sin hacer uso de las reglas
de inferencia de segundo orden. Aqui v;; representa una sucesion de variables
ligadas que cuantifican todas las variables libres de primer orden de o;(T;).
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DEMOSTRACION: Observemos que en Bj se demuestra
AU} i (UF*) = Noyj ai(Ti;)

Basta partir del axioma «;(T};) = «;(T;;), aplicar la regla izquierda del
generalizador de segundo orden y luego repetidas veces la regla derecha del
generalizador de primer orden. Por lo tanto, prolongando una demostracién de
{Avij i (T;;)}, T = A mediante cortes con los secuentes anteriores obtenemos
una demostracion del primer secuente del enunciado.

Reciprocamente, supongamos que dicho secuente es demostrable en By. Por
el teorema de eliminacién de cortes podemos tomar una demostracién D sin
cortes. Probamos el teorema por induccion sobre el numero de inferencias de D.

Si D no contiene inferencias es que no tiene més que un axioma o« = «,
para una cierta férmula atémica «, luego tiene que ser m = 0 y la conclusion es
trivial.

Ahora distinguimos casos segun cudl sea la ultima regla de inferencia de D.

Si se trata de una regla de segundo orden, necesariamente sera la regla
izquierda del generalizador, luego la demostracion acaba asi:

ar(T), NU?az(Us?), ..., NUIm o, (Urm), T = A
/\U{lal(Ufl),...,/\U;;"am(U,’;;"), '=A

Podemos aplicar la hipdtesis de inducciéon al secuente superior, lo que nos da
una demostraciéon de

{A\vij 2i(Tij)}, an(T), T = A,

donde @ = 2,...,m, y basta definir 71 ; = T y aplicar la regla izquierda del
cuantificador de primer orden para cambiar oy (77 1) por /\171,1 a1 (Thq).

Los demés casos son triviales. Consideremos, por ejemplo, el de la regla
izquierda del disyuntor. Omitiendo por brevedad los superindices, tenemos:

AUra1(U1), ..., NUnam (Un), o, T/ = A AUra1(U1), ..., NUnam (Un), B, T/ = A

ANUra1(T1), ..., AUnam(Um), oV B, T = A

donde I resulta de eliminar o V 3 en I'. La hipoétesis de induccién nos da
demostraciones de los secuentes

{/\’Dij ai(Tij)}’ a, I"= A, {/\’D;j O‘i(Ti/j>}7 BT = A

y basta aplicar la regla izquierda del disyuntor (renumerando las férmulas T;; y

Ti’j para formar una tinica sucesion). Es este caso el que hace que no podamos

considerar una tnica formula T; para cada a;(X;). [
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Teorema 9.13 En las condiciones de la definicion 9.10, sea K la teoria que
resulta de eliminar en Ko los axiomas del igualador y sustituirlos por los axiomas

Nuu = u, I, = NU"Nav(ug = vy A -+ Ay = v AU™(@) — U™(D)).

Entonces K es una extension conservativa de K, es decir, una formula sin
variables de sequndo orden es demostrable en K si y solo st es demostrable
en K.

DEMOSTRACION: Segtn el teorema 9.6, a partir de A\u = u e I; se pueden
probar todos los axiomas del igualador de primer orden,® luego todo teorema
de K (en particular todo teorema de K) lo es también de K.

Supongamos ahora que § es una férmula sin variables de segundo orden
demostrable en K. Hemos probado que los axiomas de comprensiéon de K
pueden eliminarse si a cambio admitimos las reglas de inferencia de By y los
axiomas propios de K (que son los mismos que los de K) pueden sustituirse
por versiones equivalentes de la forma = «, para férmulas « sin variables de
segundo orden (la disyuncion de las negaciones de las formulas del antecedente
y las formulas del consecuente).

Por lo tanto, podemos partir de una demostracion de = § que use las reglas
de inferencia de By y cuyos secuentes iniciales sean:

1. Axiomas logicos o = « (para formulas de primer o segundo orden).
2. Los secuentes = I,,.

3. El secuente = Auu = u y los secuentes de la forma = « equivalentes a
los axiomas de K.

Llamamos I' al conjunto finito de axiomas de tipo 3 que aparecen en la
demostracion de = §. Observemos que ninguno de ellos tiene variables de
segundo orden. Es claro entonces que existe un n tal que en By se demuestra

Ii,....I,,T =6.

Ahora observamos que I; = AU o;(U?), donde a;(X?) es una formula de
primer orden, por lo que podemos aplicar el teorema anterior, segin el cual
en B podemos demostrar un secuente de la forma

{ai(Ty)}, T =0

sin usar reglas de inferencia de segundo orden.

Ahora comprobamos que, si en la demostracion sustituimos cada semifor-
mula atémica X'(t1,...,#;) por la formula Auu = u, el resultado sigue siendo
una demostracion de un secuente de la misma forma (a lo sumo se modificaran

6El hecho de que solo se necesite I = I hace que este teorema valga igualmente si consi-
deramos tunicamente variables de segundo orden de rango 1.
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las formulas T;) en el que no hay variables de segundo orden. Basta observar
que los axiomas (logicos) siguen siéndolo con este cambio, y que todas las reglas
de inferencia siguen siendo validas (y aqui es fundamental que ninguna regla de
inferencia es de segundo orden). Como ya no hay variables de segundo orden,
lo que tenemos es una demostraciéon en LK. Finalmente observamos que

Oéij(rfi) = /\ﬂ@(ul =i AN ANy =v; A ﬁ”(a) — ﬁ”(@))

es un teorema de LK; (por el teorema 2.14), luego también de K. Lo mismo
sucede con las formulas de T', que son axiomas 16gicos o teoremas de K (equiva-
lentes a axiomas). Por lo tanto, aplicando la regla de corte, podemos prolongar
la demostracion que tenemos en LK hasta una demostracion de = d en K. =

Nota En vista del teorema anterior, cuando hablemos de la extensién predi-
cativa de una teorfa de primer orden, consideraremos en ella los axiomas del
igualador de segundo orden. m

9.4 Reduccién a la légica de primer orden

Vamos a probar ahora que todo calculo deductivo T' de segundo orden (cuyas
reglas de inferencia sean las de B) puede reducirse a otro de primer orden en el
sentido de que determinar si una sentencia « es o no un teorema de 71" equivale
a determinar si otra sentencia & de primer orden es o no un teorema de otra
teoria de primer orden 7.

Definicién 9.14 Si £ es un lenguaje formal de segundo orden, llamaremos £ al
lenguaje de primer orden cuyos signos eventuales son los de £ mas una sucesiéon
de relatores Ry, R1, Ro, ... de rango 1 y otra sucesion de relatores S, S, S3 .. .
de modo que S, tenga rango r + 1. Usaremos la notacion

tO(tla v atr) = Sr(t()v cee 7tr)'

La idea subyacente es que Rox pretende significar “x es un objeto”, mientras
que R, X, para r > 1, pretende significar que “X es una relaciéon de rango ”° y
X(z1,...,2,) que “los objetos x1,...,x, cumplen la relacion X”.

Decimos “pretende significar” porque, mientras la sintaxis de segundo orden
de £ prohibe escribir incoherencias como X?(y, z), nos encontramos con que

RBX A X(yv Z)

es una férmula acorde con la sintaxis de primer orden de E, a pesar de que
contradice el uso pretendido de los relatores Rz y Sz. Vamos a definir ahora
las formulas de £ que, ademas de cumplir los requisitos de la sintaxis de £, es
coherente con el significado pretendido de los relatores adicionales.

Podemos identificar las variables de £ con las variables de L, de modo que
cada variable de £ tiene asignado un rango que es irrelevante en lo que respecta
a la sintaxis de £, pero que podemos tener en cuenta para relacionar £ y L.
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Por ejemplo, usaremos las abreviaturas:
ANUa=ANURU - a), ViUa=VURU A a),

donde U es una variable de L de rango r.

Con la identificacién de variables, podemos considerar que todo semitérmino
de £ lo es también de £. Llamaremos semitérminos estructurados de L a los
semitérminos que no contengan variables de segundo orden (a los que llamaremos
semitérminos de rango 0 y que coinciden con los semitérminos de £) y a las
variables de rango r > 1 (a los que llamaremos semitérminos estructurados de
rango ).

Definimos las semiférmulas estructuradas de £ como las construidas segin
las reglas siguientes:

1. Si R" es un relator de £ de rango r y t1,...,%, son semitérminos estruc-
turados de rango 0, entonces R"tq - - - £, es una semiférmula estructurada.

2. Si X es una variable de rango r (libre o ligada) y ¢1,...,%, son semitér-
minos estructurados de rango 0, entonces X (t1,...,t.) = S, Xty ---t, es
una semiférmula estructurada.

3. Si a y B son semiférmulas estructuradas y U es una variable ligada de
rango 7, también lo son

—a, aVp, NUa V.Ua.

Las semifdrmulas estructuradas de primer orden son las semiférmulas es-
tructuradas cuyas variables ligadas son todas de rango 0.

Observemos que todos los semitérminos de £ son semitérminos estructurados

de rango 0 de £. Para cada semiférmula o de £ definimos como sigue una
semiférmula estructurada & de £:

1. R"ty---t. = R"t1---t,, para todo relator R" de £ de rango r.

2. X(t1,...,t,) = X(t1,...,t.) = S Xt1 -+ -t,, donde X es una variable de
rango r y ti,...,t, son semitérminos de L.

3. Sa=-a, avpB=avp.

4. NUa= N\, Ua, VUa = V,.Ua, donde U es una variable de rango 7.

Necesitaremos considerar una clase de féormulas mucho mas amplia que la
de las formulas estructuradas. Llamaremos semiférmulas cuasiestructuradas a
las semiférmulas de £ cuyos cuantificadores aparezcan todos en la forma A, U
o V,.U.

Las formulas cuasiestructuradas pueden traducirse a férmulas de £:

Para cada semiférmula cuasiestructurada o de £, definimos una féormula o*
de £ con el criterio siguiente:
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t1 = ta si los t; tienen ambos rango 0,
L (f = ts)* = Ni(ti (@) <> to(@)) silos t; tienen ambos rango r > 1,
uU="1u si los t; son ambos no estructurados
Vuu #u en otro caso.

2. Si R" es un relator r-adico de £ distinto del igualador, entonces

(Rty - t,)" { R"ty---t,. silos t; son estructurados de rango 0,

Vuwu#u en caso contrario.

3. (Rot)* = { Auu =wu sites estructurado de rango r,
Vuu # u en caso contrario.
T(t1,...,t,) siT es una variable de rango r
4. (S, Tty---t,)* = y los t; son estructurados de rango 0,
Vuu #u en caso contrario.

5. (ma)* = —a*, (aV B =a* Vv 5,
6. (N, Ua)*=NUa*, (V,Ua)*=\VUa*.

Es facil ver que si « es una semiformula de £, entonces &* = a, y si « es una
semiférmula estructurada de £, entonces (a*) = a. En particular, las formulas
estructuradas de £ son exactamente las féormulas de la forma &, para cierta
formula o de £. Observemos ademés que las féormulas de primer orden de £ se
corresponden con las formulas estructuradas de primer orden de £.

Lenguajes reducidos Hasta aqui hemos considerado el caso en que el len-
guaje de partida £ tiene variables de segundo orden de todos los rangos. Todo
lo dicho se adapta facilmente al caso de lenguajes reducidos, pero, de hecho,
puede simplificarse un poco mas. En principio, si £ es un lenguaje reducido,
entonces £ tiene Gnicamente tres relatores adicionales, los relatores monadicos
Ry y Ry y el relator diadico S7. Sin embargo, en este caso podemos eliminar el
relator Ry y adoptar la notacién

Rot = —R1t, ctot = Ryt, te X =51Xt,

de modo que Ry es ahora una mera notacién para la negacion de R;. En
estos términos, cto X pretende significar “X es un conjunto” y x € X pretende
significar que = es uno de los elementos del conjunto X.

Notemos que la definicion de (Ropt)* que hemos dado en general ahora no es
una definicién, pero sigue siendo valida, porque se deduce de la definicién que
hemos dado de Ry. n

Definicion 9.15 Sea T' un calculo secuencial sobre un lenguaje formal £ con
igualador cuyas reglas de inferencia sean las de B y cuyos axiomas incluyan los
axiomas logicos @ = o y ademas:
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1. Los axiomas del igualador:

Nuu =u, I, = NU"Nav(uy = vy A -+ Ay, = v, AU (@) — U™(9)).

2. Un conjunto adicional (tal vez vacio) de axiomas propios, todos los cuales
son sentencias de L.

Llamaremos T a la teoria axiomética sobre £ cuyas reglas de inferencia son
las de LK y cuyos axiomas son los axiomas logicos a@ = o maés:

1. Los axiomas del igualador de LK;.

2. Los axiomas de extensionalidad (para todo r > 1):

AUV (Nou(U(a) < V(a)) — U =V).

3. Aot Rot(), para todo término estructurado t(zy,. .., z,).
4. V.U R, U, para todo r > 0.

5. Las traducciones de los axiomas de 7' distintos de los axiomas légicos y
los axiomas del igualador.

Nota Aunque en la eleccién concreta de los axiomas de T hemos usado los
rangos asignados a sus variables, notemos que T es una teoria axiomatica de
primer orden, por lo que dichos rangos son irrelevantes, en el sentido de que si en
cualquier axioma sustituimos unas variables por otras cualesquiera (respetando
la distincién entre variables libres y ligadas) obtenemos un teorema de T o,
equivalentemente, que si omitimos toda referencia a los rangos de las variables en
la definicién de T obtenemos una teoria equivalente (con los mismos teoremas),
pero con la eleccion que hemos hecho de los axiomas éstos resultan ser todos
formulas cuasiestructuradas, lo cual nos ayudara a relacionar T’ con 7. L]

Teorema 9.16 FEn las condiciones anteriores, si una formula cuasiestructurada
es demostrable en T, entonces admite una demostracion formada tnicamente
por formulas cuasiestructuradas.

DEMOSTRACION: Todos los axiomas de T son de la forma = 4, donde § es
una sentencia estructurada, salvo los axiomas de LK;. Los axiomas del igualador
son equivalentes (en LK) a secuentes de la forma = ¢, donde § es una formula
sin cuantificadores, luego cuasiestructurada.

Consideremos ahora una demostracion en 7' de un secuente S = I' = A
formado por férmulas cuasiestructuradas. Podemos extenderla para demostrar
sus secuentes iniciales que no sean axiomas logicos a partir de secuentes de la
forma = §, donde § es una féormula cuasiestructurada. Llamamos © al conjunto
de todas las formulas § que aparecen en los consecuentes de los secuentes iniciales
de la demostracion que no son axiomas logicos.
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Si anadimos © a los antecedentes de todos los secuentes de la demostracion,
todas las reglas de inferencia siguen siendo validas, y los secuentes iniciales que
no son axiomas logicos tienen ahora una férmula en el antecedente idéntica a la
de su consecuente, luego pueden deducirse de un axioma légico por debilitacion.
Asi obtenemos una demostracion en LK del secuente ©, I' = A, el cual consta
tnicamente de férmulas cuasiestructuradas.

Por el teorema de eliminaciéon de cortes 2.24, existe una demostracion de S
sin cortes. Ahora bien, es obvio que si los secuentes superiores de una regla de
inferencia que no sea la de corte contienen una férmula no cuasiestructurada, el
secuente inferior también contiene una (pues la formula contiene un cuantifica-
dor mal acotado y eso no lo arregla ninguna regla de inferencia). Como no hay
cortes y en el secuente final todas las formulas son cuasiestructuradas, todas las
formulas de la demostraciéon tienen que ser cuasiestructuradas.

Finalmente deducimos cada secuente = § que no sea un axioma de T del
axioma del igualador correspondiente y luego aplicamos la regla de corte, con lo
que llegamos a una demostracion en T del secuente S formada tnicamente por
formulas cuasiestructuradas. m

El objeto de esta seccion es demostrar el teorema siguiente:

Teorema 9.17 En las condiciones de la definicion 9.15, una sentencia o de
L es un teorema de T si y solo si su traduccion & es un teorema de T. En
particular, se cumple que T es consistente si y solo si lo es T.

DEMOSTRACION: Si S =T = A es un secuente de £ en el que aparecen libres
las variables X7, ..., X,, de rangos r1,...,r, (incluyendo las de primer orden),
llamaremos Og = {R,, X1,... R, X, }. A su vez definimos S =0sT = A,
donde Ty A son los conjuntos formados por las traducciones de las formulas de
I' y A, respectivamente.

Vamos a probar que si S es demostrable en T, entonces S es demostrable
en T. En particular, si S = = «, donde « es una sentencia de £, entonces Og
es vacio y S = = @, luego podremos concluir que & es un teorema de 7.

Veamos en primer lugar que si S es un axioma de T, entonces S es un
teorema de T'. De hecho, esto es cierto incluso sin incluir ©g en S, pero siempre
podemos anadirlo por debilitacién. En efecto, esto es trivial para los axiomas
logicos. La traduccion de Auu = u es

Nu(Rou — u = u),

que claramente es un teorema de logico (Notemos que T contiene todos los
axiomas y reglas de inferencia de LK;, por lo que todos los teoremas 16gicos son
teoremas de T) La traducciéon de los axiomas del igualador de segundo orden
es

A UNo@o(uy =v1 A -+ Ay = v, AU(7) — U(D)),

que también es un teorema logico.
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Las traducciones de los axiomas restantes de 7' (sin el ©g afiadido) son
axiomas de T por definicion de T'.

Veamos ahora que la traduccion de una regla de inferencia de B es una regla
de inferencia valida (no necesariamente primitiva) de LK. Esto es inmediato
salvo lo sumo para las reglas de los cuantificadores. Distinguimos cada caso. En
todos ellos llamamos S; al secuente superior de la regla y Ss al secuente inferior.

Generalizador izquierda La traduccién de la regla de primer orden es

Og,, d(t), = A
Os,, Noua(u), I = A.

Para probarla, razonamos como sigue:
Og,, d(t), I=A Rot = Ryt

6517 Rot, Rot — d(t), '=A
Os,, Rot, Noua(u), I = A

Ahora usamos que Og, = Rt (por el axioma 3 de T), por lo que la regla
de corte nos permite eliminar Ryt del secuente inferior. Para cada variable
x que esté libre en S, pero no en Sy, podemos aplicar la regla izquierda del
particularizador con x como variable propia para transformar la férmula
Rox que esta en Og, en \u Ryu, que es un teorema de T (se deduce del
axioma 3), luego podemos eliminarla del secuente inferior mediante un
corte. Asi llegamos al secuente Og,, Agud(u), T = A.

La regla de segundo orden se prueba analogamente. En este caso en lugar
del término ¢ tenemos una variable X de rango r.

Generalizador derecha En este caso la prueba es mucho mas simple:
Os,, T = A, &(Y)
Os,, '= A, RY — a(Y)
Os,, I'= A, A\, Ua(U)

donde hemos usado que la tnica variable libre de S; que deja de estarlo
en Sy es Y, con lo que Og, = O, U{R,Y}.

Particularizador izquierda La traduccién de la regla se demuestra asi:

6517 &(Y), f = A
Os,, R,Y Aa(Y), T = A
Os,, V,UaU), T = A

Particularizador derecha Para la regla de primer orden, por los mismos ar-
gumentos empleados en la prueba de la regla izquierda del generalizador,
tenemos: B 5

Os,, I'= A, a(t) Og, = Rot
Os,, I'= A, Rot A &(t)
Os,, ' = A, Vhua(u)
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A partir de aqui, podemos transformar Og, en Og, igual que en el caso
del generalizador. La regla de segundo orden se demuestra andlogamente.

Es claro entonces que cada demostraciéon de un secuente S en T se traduce
a una demostraciéon de S en T

Para probar el reciproco basta ver que si una féormula cuasiestructurada «
es un teorema de T, entonces a* es un teorema de T. En efecto, admitiendo
esto, si & es un teorema de T, tenemos que @* = « es un teorema de 7.

Por el teorema anterior, podemos tomar una demostracion de « en T formada
unicamente por formulas cuasiestructuradas. Ahora razonamos igual que en el
caso anterior. En primer lugar probamos que los axiomas de T se traducen a
teoremas de T

1. Para los axiomas logicos es inmediato.
2. Consideremos ahora los axiomas del igualador.

(a) Supongamos en primer lugar que es tipo I1, es decir, = ¢t = t.
i. Si ¢t es un término estructurado de rango 0, su traducciéon es
=t =t, que es ciertamente un teorema de T.
ii. Sit es un término estructurado de rango r > 1, su traduccion es

= Au(t(a) < t(u)),

que claramente es un teorema de T'.

iii. Sifno es un término estructurado, la traduccion es = Auu = u,
que también es un teorema de 7T

(b) Consideremos un axioma de tipo 12, es decir:
§1=1%1,...,8n :tn:>f51"'3n:ft1"'tn.

i. Sitodos los términos son estructurados de rango 0, su traduccion
es él mismo, y es un teorema de T' (se deduce de los axiomas del
igualador de T).

ii. Si todos los s; son estructurados de rango 0, pero algin t; no
lo es (o viceversa), entonces s; = t; se traduce en Vuu # u,
luego (s; = t;)* = es un teorema de T y de él se deduce por
debilitacién la traduccion del axioma.

iii. Si existen s; y ¢; que no son términos estructurados de rango 0
entonces ambos miembros del consecuente son términos no es-
tructurados, luego su traducciéon es Auu = u, y la traduccion
del axioma se deduce por debilitacion del teorema = Auu = u.

(¢) Consideremos ahora un axioma de tipo I3 correspondiente a un rela-
tor de £ distinto del igualador:

Sl:tl?"'vsn:t'ru Rslsn:Rtltn
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i.

ii.

iii.
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Si todos los términos son estructurados de rango 0, la traduccion
es el mismo secuente y es claramente un teorema de 7.

Si algin s; no es un término estructurado de rango 0, entonces
la traduccion de Rsy - - - s, es Vuu # u, con lo que la traduccion
del axioma se demuestra por debilitacion.

Si todos los s; son términos estructurados de rango 0 pero algin
t; no lo es, entonces es s; = t; el que se traduce en Vuu #uy
concluimos igualmente.

(d) El caso del igualador es:

ii.

iii.

iv.

s1 =11, S9g = 1l9, S1 = S9 = t1 = {o.

Si todos los términos son estructurados de rango 0, la traduccion
es el mismo secuente y es claramente un teorema de 7.

Si s1 y so tienen ambos rango 0, y un t; no, entonces s; = t;
se traduce en \uu # u y la traduccion del axioma se sigue por
debilitacion.

Supongamos que $; no es un término estructurado. Si sg si que
lo es, razonamos como antes a partir de s; = so. Por lo tanto,
podemos suponer que s; y S son ambos no estructurados. Si
algin ¢; es estructurado, concluimos a partir de s; = ¢;. Si ambos
son no estructurados, entonces ¢; = t5 se traduce en Auu =u y
la traduccion del axioma se obtiene por debilitaciéon a partir de
= Auu = u.

Supongamos que s tiene rango r > 1. Si s no tiene también
rango r concluimos a partir de s; = ss, asi que podemos suponer
que ambos tienen rango r. Si algin ¢; no tiene rango r concluimos
igualmente a partir de s; = t;, luego nos reducimos al caso en el
que todos los términos tienen rango r, es decir, son variables. El
axioma es entonces

X1=Y1,Xo=Ys, X1 =Xo =Y =Y,
cuya traduccién es
Aa(X1(a) ¢ Yi(a), Aa(Xa(a) < Ya(a)), Na(X1(a) < X2(a))

= Nu(Y1(a)  Y(a)),

y es facil ver que es un teorema de B.

(e) Consideremos ahora I3 para el relator R,:

i.

s=t, R.s = R,t.

Si sy t no tienen el mismo rango o uno es estructurado y el otro
no, entonces s = t se traduce en \/uu # u, y concluimos como
siempre.
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ii. En caso contrario, R,s y R,t tienen la misma traduccién, por
lo que la traduccién del axioma se sigue por debilitacion de un
axioma légico.

(f) Finalmente, consideramos I3 para el relator S,
SO = TO, S1 = tlv" <y Sp = tTv 50(81,"'a3’r’) = TO(tlv"'vtr)'

i. Si Sy no tiene rango r o algin s; no tiene rango 0, la ultima
formula del antecedente se traduce en \/uu # u y la conclusion
es inmediata. Suponemos, pues, que Sy tiene rango r y que todos
los s; tienen rango 0.

ii. Ty no tiene rango 7 o algtn ¢; no tiene rango 0, concluimos a
partir de So = Ty o de s; = t;.

iii. Si Sp y Tp tienen rango r (es decir, son variables X e Y de
rango ) y los demés términos tienen rango 0, la traduccion es

Na(X (u) < Y (u)), s1 =t1,..., 8 =tr, X(51,...,5:) = Y(t1,... 1)
y es facil ver que se trata de un teorema de B.
3. Consideremos el axioma de extensionalidad para rango r:
AUV (Nou(U(a) < V(a)) = U =V).
Su traduccion es
AUV (Na(U (@) <> V(@) = Aa(U(a) < V(a)),
que claramente es un teorema de B.

4. La traduccion de Agu Rot(a) es Aii A\uu = u, que claramente es un teo-
rema de B.

5. La traduccion de V,U R,U es VU Auu = u, y también es un teorema

de B.

6. Los ultimos axiomas de T son los de la forma &, donde « es un axioma
propio de T. Su traduccién es &* = «, que ciertamente es un teorema
de T.

Fijemos ahora una demostracion en 7' de un secuente = §. Por el teorema
anterior podemos tomarla formada tnicamente por féormulas cuasiestructura-
das. Todos los axiomas de T’ son sentencias excepto los axiomas logicos y los
del igualador, y la sustitucion de una variable libre por otra en cualquiera de
estos axiomas es de nuevo un axioma. Por lo tanto, podemos aplicar el teo-
rema 3.13 para transformar la demostracion en una demostracion regular. Més
aun, como podemos sustituir cada variable propia por otra que no aparezca en
la demostracion, podemos exigir que cada variable propia de una regla cuya
formula principal sea A, U a(U) o V.U a(U) tenga precisamente rango 7.
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Ahora basta probar que la traduccion de cada regla de inferencia de la de-
mostracion es una regla de inferencia valida en B (no necesariamente primitiva).
Las tinicas reglas para las que esto no es inmediato son las asociadas a los cuan-
tificadores.

Generalizador izquierda Puesto que las formulas tienen que ser cuasiestruc-
turadas, tiene que ser de la forma

Rt —a(t), = A
ANUaU), T = A

donde la variable U tiene rango r. Si ¢ es un término estructurado de
rango r, la traduccién es

Nuu =u— a*(t), T* = A*
AU o*(U), T* = A*

y esta regla es vélida en B, pues claramente a*(t) = Auu = u — o*(t)
es un teorema de B, y basta cortarlo con el secuente superior y aplicar la
regla izquierda del generalizador.

Si t no es un término estructurado de rango r, la traduccion es

Vuu #u— a*(t), I* = A*
AU o*(U), T* = A* ’

pero = Vuu # u — a*(t) es un teorema de B, luego del secuente superior
se deduce I'* = A* y por debilitacién obtenemos el secuente inferior.

Generalizador derecha La regla es de la forma

I'=A RY —aY)
= A, A\.Ua(U).
y hemos tomado la demostracion de modo que el rango de Y sea precisa-
mente r. La traduccién es
I = A% Auu=u— a*(Y)
' = A%, AU a*(U).

Teniendo en cuenta que Auu = u — a*(Y) = a*(Y) es un teorema de B,
basta cortar este secuente con el secuente superior de la traduccion y luego
aplicar la regla derecha del generalizador.

Particularizador izquierda La regla tiene que ser de la forma
RYANaY), T=A
V.Ua(U), T = A
donde la variable propia Y tiene rango r. La traduccion es

Auu=u A a*(Y), T* = A*
VUo*(U), T* = A*

Basta tener en cuenta que o*(Y) = Auu = u A a*(Y) es un teorema
de B.
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Particularizador derecha La regla tiene que ser de la forma

I'= A, Rt Aat)
L= A, \V,UaU)

donde la variable U tiene rango r. Si ¢ es un término estructurado de
rango r, la traduccion es

I = A%, Auu=u A a*(t)
' = A", VUa*(U) ’

y esta regla es vilida en B, pues claramente Auu = u A o*(t) = o*(t)
es un teorema de B, y basta cortarlo con el secuente superior y aplicar la
regla derecha del particularizador.

Si ¢ no es un término estructurado de rango r, la traduccion es

I = A*, Vuu # u A a*(t)
" = A, VUa (U)

pero Vuu # u A o*(t) = es un teorema de B, luego del secuente superior
se deduce I'* = A* y por debilitacién obtenemos el secuente inferior. m

Nota La demostracion del teorema anterior muestra que el teorema sigue siendo
valido si a T le afadirmos cualquier axioma cuasiestructurado cuya traduccion
sea un teorema de T'. Por ejemplo, también podemos considerar como axiomas
de T las sentencias

AU =R,

para todo 7 # s.

En el caso de que el lenguaje r sea reducido, es decir, que soélo disponga de
variables de segundo orden de rango 1, tenemos por definiciéon que

AU(RU v RyU),

es decir, que todo objeto es un objeto de la teoria inicial o bien un conjunto
de objetos. También podriamos considerar lenguajes de segundo orden que
s6lo tuvieran variables de segundo orden de rangos entre 0 y n, en cuyo caso
podriamos definir Ry X = (R X V --- vV R, X) y también se cumpliria

ANU(RU V ---V R,U).

Sin embargo, cuando consideramos variables de todos los rangos, no podemos
expresar mediante una féormula que todo objeto tenga un rango asignado. =

Uno de los motivos por los que tiene interés traducir la logica de segundo
orden a légica de primer orden es que para la logica de primer orden dispo-
nemos del teorema de completitud semantica, que nos asegura que cualquier
razonamiento puramente logico a partir de unos axiomas dados (es decir, que
no presuponga nada que no afirmen realmente los axiomas) es formalizable, por
lo que en la préctica no es necesario preocuparse por encontrar formalizaciones
de los argumentos considerados.
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En particular, si T' es una teorfa axiomética sobre un lenguaje de primer
orden £, podemos considerar sus extensiones predicativa y plena Ty y T5 defini-
das en 9.10, y a su vez podemos considerar las teorias de primer orden T, y Ty.
Conviene particularizar la definicién de estas teorias a partir de T' sin pasar por
las teorias de segundo orden:

Definicion 9.18 Sea T' una teorfa axiomatica sobre un lenguaje formal de pri-
mer orden £. Sea £ un lenguaje formal de primer orden cuyos signos eventuales
son los mismos que los de £ més una familia Ry, Ry, Ro,... de relatores de
rango 1 y otra familia S7, S3, S3, ... de relatores S, de rango r + 1. Usaremos
las abreviaturas:

X(z1,...,20) =5, X21,..., 70,

A.Ua = A\U(R.U = a), ViUa=VUR,U A ).

Diremos que una semiférmula « de L esta estructurada si a cada una de sus
variables (libre o ligada) se le puede asignar un rango de modo que:

1. Las subférmulas atomicas asociadas a relatores de £ y a Ry contengan
inicamente variables de rango 0,

2. En las subformulas R, T con r > 1 el término T sea una mera variable de
rango r,

3. En las subformulas T'(1,...,t,) el término 7' sea una mera variable de
rango r y los términos ¢; s6lo contengan variables de rango 0. Todos los
cuantificadores aparezca en la forma A,.U a o V.U a, donde r es el rango
de la variable U.

La semiférmula es de primer orden si todas sus variables ligadas son de
rango 0.

Identificando las variables de £ con las de £, podemos ver a cada término ¢
de £ como término de £. A cada semiférmula o de £ le podemos asignar una
semiférmula estructurada de primer orden & de £ con el criterio siguiente:

1. Rty t, = Rty - t,,

2. Sa=-a, aVpB=aVvp,

3. Nua= /\Oud, Vua = Voua.
La estructuracion se obtiene sin mas que asignar a todas las variables el rango 0.

Definimos la extension predicativa de sequndo orden Ty de T como la teoria
axiomética sobre £ cuyos axiomas propios son:

Extensionalidad Para cada r > 1:

AUV (Nous - urn(U(ug, .. yuy) < Viug, ... u,)) = U=V).
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Comprension Para cada semiférmula estructurada de primer orden «(, )
en la que las variables u; tengan rango 0 y las variables v; tengan rango r;:

/\Tlvl e /\Tnvn\/rU/\Oul o (Ulu, ..oy ur) < al@, 0)).

Axiomas estructurales Son las sentencias:

1. Aous - --un Rot(us, ... uy,), para todo término ¢ de ﬁ,
2. V()U Rou,
3. /\TU—\RSU, para r # s.

Axiomas propios Son las traducciones &, donde « es la clausura universal de
un axioma propio de 7.

Si extendemos el axioma de comprension eliminando la restriccion de que «
sea de primer orden tenemos la extension plena de sequndo orden Ty de T'.

Notemos que no hemos incluido como axioma V,U R, U para r > 1 porque
esto se sigue del axioma de comprension.

También podemos definir extensiones restringidas en las que £ solo tenga
los relatores adicionales Ry y S1, de modo que Ryt = —R;t, en cuyo caso es mas
conveniente la notaciéon

ctoX = R, X, re X =X(x).
Combinando los teoremas 9.11 y 9.17, obtenemos el enunciado siguiente:

Teorema 9.19 Si T es una teoria axiomdtica sobre un lenguaje de primer or-
den L, entonces su extension predicativa de seqgundo orden Ty es una extension
conservativa de T, es decir, que si una sentencia o de L es demostrable en T si
y solo si su traduccion & es demostrable en Ty. En particular, T es consistente
si y sdlo silo es Tp.

Informalmente, la extension predicativa Ty nos permite hablar de los objetos
de los que habla la teoria T' (identificados con los objetos que cumplen Ryx),
pero ademaés incorpora relaciones de cualquier rango (o solo de rango 1) entre
dichos objetos, definibles mediante formulas de primer orden.

El teorema anterior nos permite ver el paso de T a Th como un mero artificio
técnico para trabajar con mas comodidad, pues este uso formal de relaciones ar-
bitrarias (siempre suponiéndolas definibles mediante formulas de primer orden)
es prescindible, en el sentido de que todo teorema de T, que hable exclusi-
vamente de objetos de la teoria original (es decir, que no tenga variables de
segundo orden) es demostrable en T, es decir, sin hacer referencia en ningin
momento a variables de segundo orden.

Esto ya no es asi si consideramos la extension plena, que en general per-
mite demostrar traducciones de férmulas de £ que no son demostrables en T
La aritmética de Peano y la teoria de conjuntos ZF que estudiaremos en las
secciones siguientes muestran ejemplos de ello.



366 Capitulo 9. Ldgica de segundo orden

9.5 La aritmética de Peano de segundo orden

La aritmética de Peano de segundo orden AP se define como la teoria sobre
el lenguaje £, de la aritmética extendido con variables de segundo orden de
rango 1 y cuyos axiomas son:

1. Los axiomas logicos a = «,

2. Los axiomas del igualador:

Nuu = u, AW Auwv(u = v A W(u) = W(v)),

3. Los axiomas de comprensién para toda formula a(z, 7, Y):
AVASNUAu(U (u) < a(u,v,V)),

4. Los axiomas de Peano salvo los axiomas de induccién,

5. El axioma de induccién de segundo orden:
AUU(0) A Au(U(u) = U')) = AuU(u)),

y cuyas reglas de inferencia son las de B.

Las formulas de primer orden de £, reciben el nombre de férmulas aritmé-
ticas, por lo que la teorfa que resulta de restringir el axioma de comprension a
formulas aritméticas se conoce como’ ACAy.

Notemos que ACAy y AP5 no son exactamente lo que hemos definido como
las extensiines predicativa y plena de AP debido a que no sb6lo hemos sustituido
los axiomas del igualador de primer orden por sus versiones de segundo orden,
sino que también hemos sustituido los axiomas de induccién de primer orden
por un dnico axioma de segundo orden.

Observemos que aplicando este axioma de segundo orden al conjunto U
dado por el axioma de comprension para una férmula « obtenemos el axioma
de induccion de primer orden asociado a «, luego todo teorema de AP es también
un teorema de ACAy. Mas aun:

Teorema 9.20 La teoria ACAg es una extension conservativa de AP, es decir,
una formula sin variables de sequndo orden es demostrable en AP si y sdlo si
es demostrable en ACAy.

DEMOSTRACION: El argumento es exactamente el mismo empleado en la
prueba del teorema 9.13. Las tnicas diferencias consisten en que, en lugar de
los axiomas I, ..., I,, ahora tenemos tnicamente I = I; y el axioma de inducciéon
de segundo orden, pero estan exactamente en las mismas condiciones. L]

TACA (sin el subindice) es la teorfa que mantiene el principio de induccién como esquema
axiomatico, pero admitiendo todas las férmulas, incluso las de segundo orden.
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A su vez, podemos considerar las teorias de primer orden equivalentes a AP9
y a ACAy. Para ello afadimos al lenguaje £, de la aritmética de primer orden
un nuevo relator cto de rango 1 y un relator € de rango 2. Definimos

Natx = —ctox

y usaremos letras minusculas para representar variables restringidas con Natu
y mayusculas para indicar variables restringidas con cto U, es decir,

Nua = Ngua = Au(Natu — a), AUa=AUa=AU(ctoU — a),
Vua=Voua =VuNatuAa), VUa=ViUa=\VU(ctoU A ).

Llamamos AP a la teoria determinada por los axiomas siguientes:

Axiomas de Peano de primer orden

1 NatO 5 Au(u+0=nu)
2 Au Natu/ 6 Auvv(u+v = (u+0v))
3 Nuu' #0 7 Nuuw-0=0

4 Aww@ =v wu=v) 8 Auwv(u-v' =u-v+u)
Induccion AUO €U A Au(ue U —» o' €U) = Nuu € U)
Extensionalidad AUV(Au(ue U+ ueV)—=U=V)
Comprensién AU, - U, Auy - - us VU Au(u € U < ¢(u)) ()

(*) para toda semiférmula estructurada ¢(u, u1,...,us,Ul,...,Ur) cuyas variables libres sean

las indicadas.

La teoria ACAq es la que resulta de restringir el axioma de comprension a
semiférmulas aritméticas, es decir, semiférmulas estructuradas que no contengan
variables ligadas de segundo orden.

Observemos que hemos sustituido el primer axioma estructural por los dos
primeros axiomas de Peano (que son dos casos particulars), pues una simple
induccién demuestra

Auv Nat(u + v), Auv Nat(u - v)

y a su vez esto implica @ Nat ¢(@) por inducciéon sobre la longitud de ¢. El
segundo axioma estructural es consecuencia del axioma Nat0 y el tercero se
cumple trivialmente por definiciéon de Nat.

Las teorfas AP, y mo son esencialmente las mismas® que en [LM 10.1]
llamabamos AP, y ACAg, por lo que el teorema siguiente, que es consecuencia
inmediata de 9.20 y 9.19, es esencialmente el mismo que [LM 10.2]:

Teorema 9.21 La teoria ACAg es una extension conservativa de AP, es decir,
una sentencia o« de L, es demostrable en AP si y sdlo si su traduccion & es

demostrable en mo.

8Las unicas diferencias consisten en que aqui estamos considerando lenguajes formales sin
descriptor, distinguimos entre variables libres y ligadas y hemos tomado como signos logicos
primitivos el negador, el disyuntor y los cuantificadores, pero nada de esto es relevante.
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En [LM 10.2] dimos una demostracion completamente distinta de este mismo
resultado. La prueba que hemos dado aqui es muy técnica (pues depende del
teorema de eliminacion de cortes), pero tiene la ventaja de que es finitista y nos
da un algoritmo para transformar una demostracion en ACAg en una demostra-
cion en AP. Por el contrario, la demostracion de [LM] no es finitista en sentido
estricto, pues se basa en el teorema de completitud seméantica, pero deja mucho
més clara la razon de fondo por la cual es cierto el teorema: lo que sucede es
que todo modelo de AP puede extenderse hasta un modelo de ACAy, de donde
se sigue que todo teorema de ACAj sin variables de segundo orden es verdadero
en todo modelo de AP, luego es un teorema de AP.

Por otro lado, el teorema [LM 10.7] prueba que AP3 no es una extension
conservativa de AP, ya que en ella puede probarse la consistencia de AP.

9.6 La teoria de von Neumann-Bernays

Vamos a estudiar ahora las extensiones de segundo orden de la teoria de
conjuntos ZFC. En realidad s6lo son relevantes los axiomas bésicos, por lo que
podemos considerar la teoria ZF* definida sobre el lenguaje formal de la teoria
de conjuntos L. cuyo Unico signo eventual es un relator diddico € y cuyos
axiomas propios son [LM 12.1]:

Extensionalidad  Avw(Au(u € v ¢ u € w) = v =w)

Par NabV o Au(u € v u=aVu=>)
Unién AaVoAu(u € b+ Vo(u € v Av € a))
Reemplazo Nuvyva(o(u, v1) A ¢(u, v9) — v1 = v3)

— NaVboAv(v € b+ Vu € ad(u,v)) (%)

(%) para toda formula ¢(z,y), tal vez con mas variables libres, distintas de b.

Vemos asi que los axiomas propios de ZF* son tres axiomas mas un esquema
axiomético y vamos a ver que, al igual que sucede con el principio de inducciéon
en AP, al pasar a la extension predicativa podemos sustituirlo por un tnico
axioma de segundo orden.

Como estamos trabajando sin descriptores, no podemos definir los pares
ordenados (z,y), pero si que podemos definir una férmula z = (z,y) de modo
que, a partir de los tres primeros axiomas, se demuestra:

NAvvwu'v'w' (w = (u,v) Aw' = (u',0") = (w=w < u=1u Av=1")).

Definimos la teoria (restringida) de von Neumann-Bernays NB* como la
teoria sobre el lenguaje que resulta de anadir a L. variables de segundo orden
de rango 1 determinada por los axiomas y reglas de inferencia de B mas los
axiomas propios siguientes:

1. Los axiomas del igualador:

Nuw = u, AW Auwv(u = v A W(u) = W(v)),
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2. Los axiomas de comprension, para toda formula de primer orden a(z, g, Y):

AVANUNAu(U (u) < a(u,v,V)),

3. Los axiomas de extensionalidad, par y unién de ZF*

4. El axioma de reemplazo de segundo orden:’

AU(UnU — AaVbAv(v € b < Vuw(u € a A w = (u,v) A U(w)))),

donde
Un X = Auvwv'vw' (w = (u,v) Aw' = (u,v") A X(w) A X(w') = v="1).

Asi, NB* es la extension predicativa de segundo orden de ZF* salvo por
el hecho de que hemos sustituido los axiomas del igualador y de reemplazo de
primer orden por dos axiomas de segundo orden.

En NB* se demuestra que la férmula z = (z,y) cumple la misma relacion de
unicidad que hemos sefialado para ZF* (con exactamente la misma prueba). Si
o(x,y) es cualquier formula sin variables de segundo orden, aplicando el axioma
de reemplazo de segundo orden a la relacién U determinada por el axioma de
comprensiéon para la formula

a(z) = Vuv(e = (u,v) A ¢(u,v))

obtenemos el axioma de reemplazo de primer orden correspondiente a ¢, por
lo que todo teorema de ZF* es un teorema de NB*. Esto implica que todo
teorema de la extension predicativa de ZF* (en particular, todo teorema de ZF*)
es demostrable en NB*. Pero también se da el reciproco:

Teorema 9.22 La teoria NB* es una extension conservativa de ZF*, es decir,

una formula sin variables de seqgundo orden es demostrable en ZF* si y solo si
lo es en NB*.

DEMOSTRACION: El argumento es exactamente el mismo empleado en la
prueba del teorema 9.13. Las tunicas diferencias consisten en que, en lugar de los
axiomas Iy, ..., I, ahora tenemos tinicamente I = I; y el axioma de reemplazo
de segundo orden, pero estan exactamente en las mismas condiciones. [

Nota Observemos que este teorema se extiende automéaticamente a cualquier
teoria que resulte de anadir axiomas a ZF*. Por ejemplo, ZFC es la teoria que
resulta de anadir a ZF* los axiomas de infinitud, partes, regularidad y eleccion
[LM 12.1], y se corresponde con la teoria NB que resulta de afiadir a NB* estos

9Si admitiéramos variables de segundo orden de rango 2 el axioma de reemplazo admitirfa
un enunciado mas simple:

AU (Auwvivz(U(u,v1) A U(u,v2) — v1 = v2) = AaVbAv(v € b < Vu € aU(u,v))).
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mismos axiomas. Si llamamos v a la conjunciéon de los nuevos axiomas, tenemos
que una férmula § sin variables de segundo orden es un teorema de ZFC si y
sblo si 7 — 0 es un teorema de ZF*, si y solo si lo es de NB*, si y so6lo si § es
un teorema de NB. Lo mismo vale para cualquier otra combinacion de axiomas
que anadamos a ZF*. n

La teoria de conjuntos NBG La teoria NB*, como cualquier otra teoria
axiomatica de segundo orden, es equivalente a una teoria de primer orden. Sin
embargo, en este caso podemos disenar una muchisimo mas simple que la que
resulta de particularizar la construccion general descrita en la definicion 9.18.

Informalmente, la idea béasica es, como siempre, interpretar las variables de
segundo orden de NB* como conjuntos de objetos, pero como los objetos descri-
tos por ZF* son ya conjuntos, conviene referirse a los “conjuntos de conjuntos”
recorridos por las variables de segundo orden de NB* como “clases”. Con esto
queremos decir que podemos pensar que cada variable de segundo orden X
representa una clase cuyos elementos son los conjuntos x que cumplen X (zx).
Ahora bien, el axioma de comprension aplicado a la formula a(x) = x € y es

AuNVUNAv(U(v) <> v € ),

y esto —siempre informalmente— significa que, para cada conjunto u, existe
una clase U cuyos elementos son exactamente los de u. En otras palabras,
las clases vuelven redundantes a los conjuntos. La teorfa de conjuntos de von
Neumann-Bernays-Godel (NBG) aprovecha esta idea para formalizar NB sin
mas conceptos primitivos que el de clase y la pertenencia entre clases, es de-
cir, sin necesidad de introducir desde el principio una distinciéon entre clases
y conjuntos andloga a la que la teoria de primer orden 116740 establece entre
conjuntos y ntmeros naturales.

Para precisar esta idea extendemos la relacién de pertenencia a clases arbi-
trarias mediante la definicion:

X Y = VoY (v) A Au(X(u) & u € v)).

Asi, una clase X pertenece a otra clase Y si sus elementos son los mismos que
los de uno de los conjuntos que pertenecen a Y. A su vez, definimos

ctoX=\UXeU

En otras palabras: una clase es un conjunto si pertenece a otra clase. Esta es
la definicién més conveniente desde un punto de vista técnico, porque se corres-
ponde con la definicién de conjunto que daremos en NBG, pero es equivalente
a otra mas natural:

Teorema 9.23 En NB* se demuestra
cto X < VoAu(X (u) < u € v),

es decir, una clase es un conjunto si y solo si tiene los mismos elementos que
un conjunto.
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DEMOSTRACION: Segin la definicion que hemos dado:
cto X = VU (U(v) A Au(X (u) < u € v)).
Se trata de probar que U(v) es redundante. Para ello razonamos como sigue:

=>y=y
=y=yYy Yk =Yy
y=y—=Y(y) =Yy
Y(y) < Y(y) = Y(y)

~—

Aplicando la regla derecha del conjuntor a este secuente y al axioma
Au(X(u) < u € y) = Au(X(u) < u €y)
obtenemos
Nu(X(u) < ucy), (Y(y) < y=y) =Y ANu(X () < uey)
Aplicando la regla derecha del particularizador para ligar y e Y obtenemos

Nu(X(u) < ucy), (Y(y) < y=y)=ctoX
Au(X(u) < u €y), Nu(Y(u) & u=y) = ctoX
Au(X (u) < u €y), VUNu(U(u) < u=y) = cto X
Au(X (u) < u € y), A\oVUAu(U (u) <> u = v) = cto X
VoAu(X (u) < u € v), A\oWUAW(U (u) < u =v) = cto X

pero la segunda formula del antecedente es un axioma de comprension, luego
podemos cortarlo y queda

VoAu(X(u) < u € v) = cto X
= VoAu(X(u) < u € v) = cto X

La implicaciéon contraria es mas sencilla:

Au(X(u) < u € y) = Au(X(u) < u €y)
ye Y, Nu(X(u) < uey)= Au(X(u) < uey)
yeY ANu(X(u) < uey) = Au(X(u) < u€y)
yeY ANu(X(u) < uey) = VoAu(X(u) < uecw)
Vo e Y A Au(X(u) < u€v)) = VoAu(X(u) < u e v)
cto X = VoAu(X(u) < u € v)
= cto X — Vo Au(X(u) < u €v)

La regla derecha del conjuntor nos da la coimplicacién m

Pasamos ya a analizar la version de primer orden de NB*, que no es sino la
teoria de conjuntos (restringida) de von Neumann-Bernays-Godel (NBG*). Se
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trata [LM 12.1] de la teoria axiomética de primer orden sobre el lenguaje Ly
cuyos axiomas son:

Extensionalidad AUV(Au(ueU +ueV)—=U=V)

Comprension VUNAu(u € U < ¢(u)) (%)

Vacio VoAuu ¢ v

Par NabVvAu(u € v+ u=aVu=">)

Unién AaVoAu(u € b < Vv(u € v Av € a))

Reemplazo AF(UnF — NaVoAv(v € b+
Vuw(u € aw = (u,v) Aw € F)))

(%) para toda semiférmula primitiva ¢(u) tal vez con mas variables libres (distintas de U),
donde estamos adoptando los convenios siguientes:
1. cto X =VUX €U,
2. Las variables ligadas mintsculas representan conjuntos, es decir,
Nua = AU(ctoU — a), Vua=\VU(ctoU A a),
3. Las semiférmulas primitivas son las que tienen todas las variables ligadas

restringidas a conjuntos,

4. La formula w = (z,y) es la definicién usual de par ordenado en teoria de
conjuntos,

5. La definicion de clase univoca es:
Un F = Auvwv'v'(w = (u,v) Aw' = (u,0) A\w eV Aw € F—v=1").

Vamos a probar que NBG* es esencialmente la misma teoria que NB*. Para
ello, fijada una biyeccion entre las variables (de primer y segundo orden) del
lenguaje de de NB* y las variables de L., a cada formula a del primero le
asociamos la formula & de L. dada por:

l.L.z=y=X=Y,
2.zey=Xe€y,
3. X(y) =Y € X,

—_~—

6. Aua(u) = AU(ctoU — a(U)) = Aud(u),

7. NUa(U) = \U a(U),

8. Vua(u) = VU (ctoU A &(U)) = Vua(u),

9. VU a(U) = VU &(U).
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Es claro entonces que las formulas de primer orden se traducen en féormulas
primitivas.

Teorema 9.24 Si una formula a es demostrable en NB* y no tiene variables
libres de primer orden, entonces & es demostrable en NBG*.

DEMOSTRACION: Si § = I' = A es un secuente del lenguaje de NB* en
cuyas formulas aparecen libres las variables de primer orden x4, ..., ,, corres-
pondientes a las variables X1,..., X, de L., llamaremos

O©s = {cto X1,...,cto X, }

y definimos S = ©g, T = A, donde I' y A son los conjuntos de traducciones de
las formulas de I y A.

Una comprobacién rutinaria muestra que si S es un axioma de NB*, enton-
ces S es un teorema de NBG* (de hecho, la adicién de ©g no aporta nada en
este caso, pero siempre se puede aniadir por debilitacién). Veamos ahora que al
traducir cada regla de inferencia de B obtenemos una regla de inferencia valida
de LK. Las tnicas reglas para las que esto no es inmediato son las asociadas a
los cuantificadores de primer orden. Llamemos S; al secuente superior y Ss al
inferior.

Generalizador izquierda La traduccién de la regla es

Qs,,a(Y), T = A
Og,, /\ud(u), I'=A

Notemos que Og, = Og, U {ctoY}, por lo que la regla se deduce asi:

Og,, ctoY, &(Y), T = A ctoY = ctoY
Os,, ctoY, ctoY —» a(Y), I'= A
Os,, cto Y, Aua(u), I = A

Si la variable y esta libre en Ss, entonces podemos suprimir ctoY del
secuente inferior, pues ya estd en ©g,. En caso contrario, la variable Y
solo aparece en la formula ctoY’, luego sirve como variable critica para
aplicar la regla izquierda del particularizador, con lo que la transformamos
en VU ctoU vy, como esto es un teorema de NBG*, podemos cortarla e
igualmente acabamos eliminando cto Y. El resultado es el secuente S,.

Generalizador derecha La traduccion de la regla se demuestra asi:

Og,, ctoY, T = A, a(Y)
Os,, ' = A, ctoY — a(Y)
Os,, ' = A, Aua(u)

donde usamos que la variable y era critica en la regla de partida, por lo
que Y solo aparece en la formula auxiliar del segundo secuente, y sirve
como variable critica.
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Particularizador izquierda La traduccién de la regla se demuestra asi:

Qg,, ctoY, a(Y), T = A
Og,, ctoY Aa(Y), T'= A
Os,, Vua(u), I = A

donde la variable Y sirve como variable propia por la misma razén que en
el caso anterior.

Particularizador derecha Ahora tenemos:

Og,, ctoY, T = A, a(Y) ctoY = ctoY
Og,, ctoY, T'= A, ctoY A a(Y)
Os,, ctoY, I'= A, Vua(u)

Si la variable y esta libre en S, podemos suprimir ctoY del secuente
inferior. En caso contrario, podemos usar Y como variable propia para
sustituirla por VU ctoU y, como esto es un teorema de NBG*, podemos
cortarlo y asf llegamos a Ss.

Por consiguiente, es claro que cada demostracion de «« en NB* se traduce en
una demostracién de @ en NBG*. n

Reciprocamente, si o es una féormula de L., podemos traducirla a una for-
mula & del lenguaje de segundo orden de NB* considerando a todas sus variables
como variables de segundo orden e interpretando la igualdad y la pertenencia
como

X =Y = Au(X(u) + Y(u)), X eY =Vo(Y(v) A Nu(X(u) < u € v)).

Teorema 9.25 Si« es una formula de Ly, entonces a es un teorema de NBG*
sty solo si & es un teorema de NB*.

DEMOSTRACION: De nuevo es pura rutina comprobar que las traducciones
de los axiomas de NBG* (incluyendo los axiomas logicos y los axiomas del
igualador) son teoremas de NB*, y en este caso es inmediato que cada regla de
inferencia de LK se traduce en una regla de inferencia valida en B. (Las reglas
de los cuantificadores de LK se corresponden exactamente con las reglas de los
cuantificadores de segundo orden de B.) Por lo tanto, concluimos que si a es un
teorema de NBG*, entonces & es un teorema de NB*.

Para probar el reciproco observamos que si & es un teorema de NB*, como
no tiene variables libres de primer orden, por 9.24 sabemos que & es un teorema
de NBG*, y basta ver que esta formula equivale a o en NBG*.

En efecto, razonamos por induccién sobre la longitud de a. Sia=X =Y,
entonces

Au(X (u) < Y (u)), a=Nuue X < uey),

a

y claramente & equivale a « por el axioma de extensionalidad.
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Sia=X €Y, entonces
a=VulueY ANv(X() = veu), a=VuueY AAv(veX < veu),
y, de nuevo por el axioma de extensionalidad, & equivale a Vu € Y u = X, que
a su vez equivale a X € Y, es decir, a a.

Esto cubre todos los casos en que « es atémica, y los casos restantes se siguen
de la hipoétesis de inducciéon por razonamientos logicos elementales. [

Por otra parte:

Teorema 9.26 Si a es una formula del lenguaje de seqgundo orden de NB* sin
variables libres de primer orden, entonces a es un teorema de NB* si y solo si
a es un teorema de NBG*.

DEMOSTRACION: Una implicacion es el teorema 9.24. Si & es un teorema
de NBG*, el teorema anterior nos da que & es un teorema de NB*, luego basta
probar que esta formula es equivalente a o en NB*.

Mas en general, supongamos que la formula « tiene variables libres de primer
orden x1,...,T,, que al calcular & se corresponden con las variables X1,..., X,
de Lic, las cuales se corresponden a su vez con variables de segundo orden
X1,...,X, al calcular &. Podemos definir las correspondencias entre variables
de modo que X1,...,X,, no aparezcan en a.

Si x es una variable de primer orden y X otra de segundo orden, definimos
I(z, X) = Au(X (u) < u € ).
Vamos a probar que, en NB*,
I(z1,X1),. . [0, Xn) = a < a.

En particular, si « no tiene variables libres de primer orden, tenemos la equiva-
lencia requerida.
Razonamos por induccién sobre a.

Si a =2 = 2o, entonces @ = X; = Xo y @ = Nu(X;(u) ¢ Xo(u)). Es
pura rutina demostrar el secuente siguiente (que es, de hecho, un teorema del
célculo proposicional):

Xi1(y) ©yex, Xo(y) Gy, Xi(y) & Xao(y) =y €z ¢y € xo.
Aplicando las reglas del generalizador obtenemos
I(z1, X1), I(w2, X2), Au(X1(u) < Xa(u)) = Au(u € 71 <> u € z9).

Aplicando la regla izquierda del implicador a este secuente y a

1 =Ty = T1 = T
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obtenemos
I(z1, X1), (29, X2), Nu(X1(u) < Xo(u)), Au(u € 21 <> u € 22) — 21 = 29

= X1 = T2.

Con la regla izquierda del generalizador convertimos la ultima féormula del con-
secuente en el axioma de extensionalidad, que a su vez podemos cortarlo y asi
llegamos a

I(x1, X1), (w2, X2), Au(X1(u) & Xao(u)) = z1 = 2,
de donde a su vez resulta
I(z1, X1), (29, Xo) = Au(X1(u) < Xa(u)) — 21 = 29,
Similarmente, podemos probar
Xi(y)«cyex, Xao(y) o y€xs,y€x <y €= X1(y) < Xa(y)
De los axiomas del igualador se sigue que
L1 =T2=>YETL Y E X2
y cortando ambos secuentes llegamos a
Xi(y) @ yex, Xo(y) <y € a2, 21 = 22 = X1(y) < Xa(y)
Las reglas del generalizador nos llevan a
I(z1, X1), I(z2, X2), 21 = 22 = Au(X1(u) & Xo(u)),
de donde
I(z1,X1), I(22, Xo) = 21 = 22 — Au(X1(uv) < Xo(u)),

y combinando las dos implicaciones que hemos probado con la regla derecha del
conjuntor queda

I(a:l,Xl), I(afg,Xg) = I = To &> /\’U;(X1(U) <~ Xg(u)),

donde el consecuente es o <> .

Si a = x1 € xo, entonces
a=X; € X, a = Vo(Xa(v) A Au(X1(u) < u € v)).

No detallamos la formalizacion de la equivalencia, que es similar a la anterior,
pero la idea es que I(z1,X1) hace que la parte final de & equivalga a v = xq,
luego & equivale a Xa(x1) y por I(zq, Xs) esto equivale a 21 € x5.

Los casos a = =83, a = BV v, a = NUBWU) y a = VUB(U) se siguen
facilmente de la hipotesis de induccion.
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Supongamos ahora que a = /\u 3(u). Entonces

a=NU(ctoU = BU)), &= AU(ctoU — BU)).

Sillamamos I = {I(x1, X1),. .., [(zn, Xn)}, la hipotesis de induccion es que
T, I(Znt1, Xog1) = B(@ns1) ¢ B(Xny1).

Partiendo de aqui y del teorema 9.23 podemos razonar como sigue:

I({En+1, XnJrl) = cto XnJrl

I(In-‘rla Xn+1) = cto Xy q1, B(l'n-&-l) T, I(“in-‘rh Xn+1)7 B(Xn-‘rl) = 5(zn+1)
F7 I(xn+1aXn+l)7 CtOXn+1 — /B(X’I’LJrl) = ﬁ(x'nrl»l)

T, I(zni1, Xns1), AU(ctoU — B(U)) = B(zns1)

Recordemos que

I(Zni1, Xnt1) = Nu(Xni1(u) < u € Tpyq).

Como la variable X,, ;1 no aparece en ninguna otra parte del tltimo secuente
al que hemos llegado, podemos aplicar la regla izquierda del particularizador de
segundo orden y luego la del generalizador de primer orden para convertirla en

ANVUAu(U (u) + u € v),

que es un axioma de comprension, luego podemos eliminarlo con un corte. A

su vez, al haber eliminado la variable x,; del antecedente, podemos aplicar la
regla derecha del generalizador, con lo que obtenemos

T, AU(ctoU — B(U)) = Au B(u),
y a su vez
L= AU(ctoU — B(U)) = Aup(u).
Por otra parte, de la hipotesis de induccién se sigue facilmente el secuente

inicial del razonamiento siguiente:

U, (@41, Xnt1), B(@ng1) =

T, I(J"TL+17XTL+1)’ /\u ﬁ(u) = ( n+1
L, VoAu(Xpi1(v) & uev), Aub(u) = B(Xng1)

B(Xni1)
B(Xn+1)

Por otro lado, el teorema 9.23) nos da el secuente:

cto X1 = VoAu(Xna1(u) < u €0)



378 Capitulo 9. Ldgica de segundo orden

y la regla de corte nos permite concluir

I, /\uﬂ(u)7 cto Xpi1 = EEXn+1)

I, AupB(u) = cto X, 11 — B(_X,H_l)
T, AuB(u) = AU(ctoU — B(U))
T = AuB(u) = AU(ctoU — B(U))

Combinando las dos implicaciones con la regla del conjuntor concluimos:

T = AuBu) < AU(ctoU — B(U)).

El caso en que «

Vu B(u) es similar. La hipotesis de induccion es la
misma, de la que se deduce el secuente inicial del razonamiento siguiente

F7 I(l‘n+1, Xn+1)a

Sl

(Xn+l) = B(mn-ﬁ-l)
U, I(2ni1, Xng1), B(Xnt1) = VuB(u)

T, VoAu(Xni1(u) ¢ u € v), B(Xni1) = VuB(u)

El teorema 9.23 y la regla de corte nos permiten pasar a:

T, cto X, 1, B_(Xn+1) = VuB(u)
I, cto Xpp1 A /S’(Xnﬂ) = VupB(u)

T, VU(ctoU A B(U)) = VuB(u)
T = \VU(ctoU A BU)) — Vu B(u)

Para la implicacién opuesta partimos de

F7 I(xn+17X’rL+1)7 B(J;nJrl) = B(Xn+1)7
que, junto con I(xp41, Xpnt1) = cto X, 41, nos da

L I(@ni1, Xnir), B(@nir) = ct0 Xnir A B(Xns)

L, I(zna1, Xns1), B(wny1) = VU(ctoU A B(U))
T, VUAW(U (1) < u € 2pi1), Blanst) = VU(ctoU A B(U))
T, AoVUAw(U (w) < u € v), B(zni1) = VU(ctoU A B(U))

La segunda formula del antecedente es un axioma de compresion, luego podemos

cortarlo y pasar a:

T, B(zns1) = VU(ctoU A B(U))
T, VupB(u) = VU (ctoU A B(U))
T = VuB(u) = VU(ctoU A B(U))

sl

Combinando las dos implicaciones con la regla del conjuntor obtenemos la
coimplicacién.
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En particular:

Teorema 9.27 Una sentencia a de Ly es un teorema de ZF* si y sdlo si & es
un teorema de NBG*.

DEMOSTRACION: Por 9.22 sabemos que « es un teorema de ZF* si y so6lo
si lo es de NB* y como no tiene variables libres, por el teorema anterior esto
sucede si y s6lo si a es un teorema de NBG*. L]

Nota Por el mismo argumento empleado en la nota tras el teorema 9.22, el
teorema anterior vale para cualquier extension de ZF*. Por ejemplo, NBG es la
teoria que resulta de anadir a NBG* los axiomas de infinitud, partes, regularidad
y eleccién, y ahora podemos asegurar que una sentencia « de Ly, es un teorema
de ZFC si y solo si @ es un teorema de NBG. m

En [LM 10.19] vimos una demostracion alternativa de este mismo resultado.
La prueba que hemos visto aqui tiene la ventaja de ser constructiva, pues de ella
se puede obtener un algoritmo para obtener una demostraciéon en ZF* a partir
de una demostracion en NBG*. Sin embargo, la prueba de [LM 10.19] es mas
conceptual, pues se basa en que todo modelo de ZF* se puede extender a un
modelo de NBG*.

La teoria de Morse-Kelley Si en NB* extendemos el axioma de compren-
sién a formulas cualesquiera, no necesariamente primitivas, obtenemos una ex-
tension de la extension plena de ZF* de segundo orden (es una extension porque
hemos sustituido los esquemas axiomaticos de primer orden del igualador y de
reemplazo por axiomas de segundo orden), y los teoremas 9.24 y 9.25 valen
con la misma prueba para esta extension si sustituimos también NBG* por la
teoria (restringida) de Morse-Kelley MK* que resulta de extender igualmente el
axioma de comprension a féormulas arbitrarias. A su vez, el teorema 9.26 vale
exactamente con la misma prueba para dichas extensiones. En otras palabras,
extender el axioma de comprension en NB* (o NB) a formulas arbitrarias es
equivalente a hacerlo en NBG* (o NBG). Ahora bien, segtin [LM 10.23] sucede
que MK* no es una extension conservativa de ZF* (y, segtin el apartado siguiente
a [LM 10.23], tampoco lo es MK de NBG). "
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